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Abstract

In this article, we discuss relationships between Pascal's triangle and the Fibonacci sequence. We point
out some attributes of Fibonacci numbers, a triangular number field similar to Pascal’s triangle, which is
composed form Fibonacci numbers. We derive relations for diagonal and row sums of the Hosoya’s Tri-
angle.
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Uvod

Zrejme najvyznamnejsi eurdpsky matematik stredoveku Leonardo Pisansky, znamy viac pod pre-
zyvkou Fibonacci, sa zapisal do dejin matematiky predovsetkym tym, Ze oboznamil Eurdpu s in-
dicko-arabskou poziénou desiatkovou sustavou. Okrem toho jeho kniha Liber abaci obsahuje rie-
Senia elementdrnych problémov, vratane tzv. Ulohy o kralikoch. Jedna z foriem motivacie Ziakov,
Studentov i samotnych ucitelov je historické badanie, t. j. fenomén, ktory obohacuje aj sucasny
matematicko-pedagogicky proces a zarovern podnecuje u Ziakov zaujem badat a objavovat nové
poznatky a nové suvislosti aj v 21. storoci.

Historické pozadie Fibonacciho postupnosti

Fibonacci, vlastnym menom Leonardo Pisansky (priblizne 1170 -1250). V roku 1202 napisal svoj
najvyznamnejsi spis , Liber abaci” (,Kniha o vypoctoch®), ktory zna¢ne prepracoval v roku 1228.
Knihu moZno povaZovat za najpozoruhodnejsiu matematickda knihu celej stredovekej eurépske;j
histérie. V 12. kapitole o postupnostiach sa nachadzaju ulohy na vypocet suétu prvych n élenov
aritmetickej postupnosti, geometrickej postupnosti, postupnosti druhych mocnin prirodzenych
Cisel a Specidlnej postupnosti definovanej rekurentne.

Tato posledna postupnost sformulovana ako tUloha o rozmnoZovani kralikov je zrejme najslavnej-
$im matematickym objektom knihy. Ulohou je ur¢it pocet kréli¢ich parov po jednom roku, ked na
zaciatku roka existuje jeden par, po mesiaci sa mu narodi par, ktory je po mesiaci schopny roz-
mnoZovania a dalSi mesiac ma za potomkov dalsi par, atd", pricom pévodny par ma kazdy mesiac
ako potomstvo dalsi par a podobne to je aj s dalSimi parmi, pricom do roka Ziaden par neuhynie.
Kazdy clen tejto postupnosti okrem prvych dvoch ¢lenov F; = 1,F, = 1 je dany rekurentnym
vztahom

F‘I’l+2 = F‘l’l+1 + Fn, n eN.
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Albert Girard (1595-1632), ako prvy uviedol rekurentnu definiciu tejto postupnosti v dnesnej po-
dobe. V druhej polovici 19. storocia francizsky matematik F. E. Lucas (1842-1891) skiamal nie-
ktoré vlastnosti ¢lenov tejto postupnosti. Bol to prave on, ktory na pocest Leonarda zaviedol po-
menovanie Fibonacciho postupnost a jej ¢leny nazval Fibonacciho &isla [1], [2] a [3].

Avsak v historickych pramenioch nachaddzame poznatky, ktoré nas zavedu do obdobia okolo roku
300 pred Kr., kedy Zil staroveky indicky matematik a basnik Acharya Pingala (ﬁﬁﬂ). O jeho Zivote
vieme len velmi malo. Bol autorom spisu Chandahsastra (tiez nazyvany Pingala-sutras), v ktorom
opisal prvé zndme vysvetlenia bindrnych Cisel, Fibonacciho Cisel (tzv. maatraameru) a Pascalovho
trojuholnika (tzv. meru-prastaara, Obr. 1) [4] a [5].
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Obr. 1: Pingala Meru - Prastaara. Zdroj:[6].

Fibonacciho postupnost v Pascalovom trojuholniku

V tejto Casti si ukdzeme, kde sa v Pascalovom trojuholniku skryvaju Fibonacciho €isla. V roku 1654,
v suvislosti so Studiom pravdepodobnosti, B. Pascal napisal spis o tom , ktory sa dnes nazyva
Pascalov trojuholnik [7].

Jeto trojuholnikové Ciselné pole (Obr. 2) zostavené z kombinacnych Cisel (Z), kden>0,0<k <

n; k,n sucelé cisla. Je zrejmé, Ze tato schéma je nekonecnd. Nasledujuci obrazok zobrazuje
Pascalov trojuholnik pren = 6.

Obr. 2: Pascalov trojuholnik. Vlastny obrdzok.



Miroslav Chvalny: Matematické bohatstvo Fibonacciho Cisel 3

Ak chceme zd6raznit, kde sa v tejto schéme skryvaju Fibonacciho Cisla, je vyhodné prepisat Pasca-
lov trojuholnik do pravouhlého tvaru (Obr. 3). Uréme sucet s,, vSetkych kombinacnych &isel, ktoré
sa nachadzaju na priamke prechddzajucej kombinaénym cislom (’;) a zvieraju s prislusnym riad-
kom tohto trojuholnika uhol 45°. Pren =0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 dostaneme:

1 1 2 3 5 8 13

1
1 1
1 1
3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Obr. 3: Pascalov trojuholnik v pravouhlom tvare a Fibonacciho Cisla. Vlastny obrdzok.

Na zaklade tychto suc¢tov mézeme vyslovit hypotézu, Ze postupnost s, 51, S, S3, S, - - .. j€ totoZna
s postupnostou Fy, F,, F5, Fy, Fs, ..., t.j. pre vietky celé nezaporné Cisla n plati s,,_; = E,.

Konkrétne to znamena, Ze pre kazdé n € N plati

" n—1
(nal)_l_(nIZ)_l_(n;?))_'_”__'_ nzl ,  aknjeneparne,
E, = A 2n
(n81)+(n12)+(n;3)+___+ nEZ , aknje parne.
\ 2

Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou.

Je jednoduché overit, Ze identita platipren =1an =2; F; = (O) =1lakF, = (1) = 1.

0 0
Predpokladajme, Ze identita plati pre hodnoty mensie ako n, dokdzeme, Ze uvedend identita plati
aj pren.

a) Akn je parne Cislo, takn — 2 je parne cisloan — 1 je neparne Cislo, preto
(n-2)
_(n=2)-1\, (n—2)-2 M=2)-1-CG-D\, ... =2
Fn_z—( : )+( : )+..+( o )+ | w2y )
2
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(n-1)-1
F_, = ((n - é) - 1) + ((n - 1) - 2) + ((n - ;) - 3) o+ ((" B 1)i_ 1= l) ot <(n_i)_1>.

2

Vyuzitim rekurentného vztahu E, = F,,_; + F,_, dostaneme, Ze

n
Fn=("81)+(”12)+(";3)+ ..... +("_i1_i)+....+ 2
b) Ak n je neparne Cislo

o Faa= (7DD T e (TP <(n?1>,

i—1 (n-2)-1
2
n—-1)
Fn_lz((n—é)—l)_|_(("_i)_2)+((”_%)_3)+._.+(("_1)i_1_i)+ ..... + (n—i)—Z
2
dostaneme
_ n-1
R N G Y ey LS PO )

Softvér Mathematica nam umoznuje vycislit Fibonacciho Cisla aj s vysokymi indexami.

Napriklad Fibonacciho Cisla
Fio0 = (909) + (918) + (927) + (936> tot (29 * @g)’
Fyoo = (139) n (128) N (137) N (136) +.”+(19081) n (19090),

Faon = (55) + () + (3)+ () ++ () + G + G2

vycislime jednoduchym prikazom Fibonacci[n], konkrétne

Fibonacci[100]= 354224848179261915075

Fibonacci[200] = 280571172992510140037611932413038677189525

Fibonacci[699] =
54059936666307888585371224524040479564193340847128274990827350 63
36975240676728448671290816396634209121071249875468346691590435815
3636317442639426.

Nova vizualizacia Fibonacciho cisel v Pascalovom trojuholniku

V roku 2018, Bernhard A. Moser uviedol novy spOsob vypoctu Fibonacciho Cisel v Pascalovom
trojuholniku [9].
Tento pOsobivy postup je zaloZzeny na sucte CiastoCnych sucinov vytvorenych jednotlivymi prv-

kami Pascalovho trojuholnika a vyberom prvkov z mnoziny {—1,_71 ,O,%, 1 }
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Obr. 4: Nova vizualizdcia Fibonacciho cisel v Pascalovom trojuholniku. Zdroj: [9].

Napriklad,
1 1 1 1
144 = 1.5 + 11.5 + 55.0 + 165.(—1) + 330.0 + 462.5 + 462.2 + 330.0 + 165.(—1)

1 1

Myslienka novej identity sa opiera o vztah F,.; = 17Q¥e,, kde e, je k-rozmerny jednotkovy

)

Po Upravach (pozri [10]), dostaneme nasledovné vztahy, ak k je parne Cislo, tak

K el [ x [ 1
Fk+1 = (E) + 2 Zq=1 (E ) _Z q=1' (E_ 5q>l
2 2

-5¢q
2 neparne

mRORO
oRr oo

01
vektor, 17 = (1,1,1,1) a Q ::<§z

ak k je nepérne dislo, tak
1 (k+1 5 k 5ol k+1
Fk+1=§ k+1 _qu=1, k 5 +Z k1)
2 neparne ‘2 2 q q=1 2 q

Softvér Mathematica nam ponuka nastroje na overenie uvedenych vztahov aj aj pre pomerne
vysoké indexy, napriklad pre k = 166, k = 225.

K Floor[l—ko] k
feven[k_]: = Binomial[k, 5] + 2 Z Binomial[k, (E — 5q)] — Sum|[Binomial[(k +
q=1
k+1 5 k+1
1), (5= - 29)1.{q, 1, Floor[=],2}]

feven[166]

35600075545958458963222876581316753
odd[k_]: = > Binomial[(k + 1), (=-)] — 2Sum[Binomial[k, - — > q)], {g, 1, Floor{z],2}] +

Floor[%] k+1
Z Binomial[k + 1, (T —5q)]

a=1
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fodd[225]
76159080909572301618801306271765994056795952743

Zaporné a kladné Fibonacciho cisla

Pomocou vztahu F_,, = (—=1)""1E, mdézeme rozsirit definiciu Fibonacciho postupnosti aj pre za-
porné celé Cisla [11]. Tym dostaneme nasledovné ¢leny

..,13,-8,5,-3,2,-1,1,0,1,1,2,3,5,8,13,...

Rekurentny vztah F, ., = F,,;1 + E, pre n € N je pritom zachovany. Tymto mozeme vyjadrit Fi-
bonacciho &isla pomocou ¢iselnych hodn6t prislusnych riadkov Pascalovho trojuholnika pre kazdé

n € N.

Vyjadrenie F,, pre n € [n,n + 7] st v Tab. 1 (pozri tiez [12]).

E, =
Friq
Fosz
Fris
Fria
Fis
Fnie

Fn+7

1.

R R R R R R R

E,

CE+
B+
B+
B+
B+
B+
B+

N o u ph W N R

Frg

i+ 1.F,_,
Fp_1+ 3.F,_,
1+ 6.F,_,

+ 1.F,_;
+ 4. F, 3+

Fp_q+ 10.F,_,+ 10.F, s+
Fp_q+ 15.F,_,+ 20.F, s+
Fp_q+ 21.Fy_,+ 35.F, s+

1.F,_,

5.F, 4+ 1.F,_5

15.F, 4+ 6.F, s+ 1. F, ¢

35.F, 4+ 21.F, + 7.F,_¢+ 1.F,_,

Tab. 1: Vyjadrenie F,, pomocou Pascalovho trojuholnika.

Nech n = 6, potom mame nasledovné hodnoty:

R R R R R R R R R

0 N O U1 A W N =

. Fs

Fs+ 1.F,
Fs+ 3.F, +
.Fs+ 6.F, +
.Fs+ 10.F, +
.Fs+ 15.F, +
Fs+ 21.F, +
.Fs+ 28.F, +

1. F;
4. Fi+ 1.F
10. F;+ 5. F,+

20. F;+ 15. Fy+
35. F;+  35.Fy+
56. Fy+ 70. F,+

1.F, =89
6. F;+ 1.F, =144
21.Fj+ 7.F,+ 1.F, =233
56. F,+ 18.F,+ 8. F_;+ 1F_, =377

Tab. 2: Vlyjadrenie Fy, .. F;4 pomocou Pascalovho trojuholnika.

Fibonacciho cisla vo vrstvach vekov

V nasledujucej tabulke je uvedeny stru¢ny historicky prehlad najvyznamnejsich vysledkov tyka-
jucich sa suvislosti Fibonacciho Cisel a Pascalovho trojuholnika, ako aj ich suvislosti s mnohymi
inymi matematickymi objektmi a pojmami.

Tabulka je zostavena chronologicky [pozri tiez 13].
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Datum Udalost (jav, objav, suvislost) Zdroj(e)
300 pr.n.l. A.Pingala-Pingala sutras, maatrameru, meru-prastaara [4], [5]
200 pr.n. . Indicki matematici pouzivali Pascalov trojuholnik iba v [19, (s. 27]

Ulohach kombinatoriky.

1100 Tia Sien sa v diele Vysvetlenie tabuliek retazovej metédy odmoc- [2, (s. 234]
fiovania zaobera vypoctom stvrtych odmocnin pouzitim dneSnych [19, (s. 27]
binomickych &isel (Z) len do n=6.

1202 Prvé vydanie knihy Liber abaci. [13, (s.17)]
[14, (s. 100)]
1228 Prepracované vydanie knihy Liber abaci-Uloha o kralikoch, prvy- [13, (s.17, 31)]
krat sa objavuju Fibonacciho ¢isla.
1303 Cu S-tie (1260-1320) v Jaspisovom zrkadle $tyroch prvkov uvadza [2, (s. 235]
trojuholnikovu tabulku binomickych éisel (7) az po n=8. [19, (s. 27]
1427 Al-Kasi (okolo 1370-1429)-dielo Kltuc aritmetiky obsahuje tabulku [2, (s. 278]
binomickych koeficientov aZ po deviatu mocninu. [19, (s. 287]
1527 Petrus Apianus (1495-1522) — prvy zaznam Pascalovho trojuhol- [2, (s. 461]
nika v Eurdpe. [19, (s. 28]
1544 Michael Stifel (1487-1567)-publikoval ¢ast Pascalovho trojuhol- [2, (s. 461]
nika. [19, (s. 28]
1556 N. Fontana Tartaglia (1500-1577)-vydal Sest riadkov Pascalovho [2, (s. 461]

trojuholnika.

1665 B. Pascal (1623-1662)-rozvoj binomickych koeficientov alebo [2, (s. 461)]
Pascalov trojuholnik publikované v diele Pojednanie o aritmetic-
kom trojuholniku (Traité du triangle aritmétique).

1680 Giovani D. Cassini-objavil identitu: F,,_,F,..; — E? = [13, (s.171)]
(-D™, pren=1.
1753 Skétsky matematik R. Simson (1687-4768) dokazal rovnost: [13, (s.114, 149)]
® = lim 2 5 vztah: C, = s ,pren = 1.
noow Fn Fn
n_(ep\"
1765 Leonhard Euler publikoval formulu: F, = %. [13, (5.116)]
1843 Francuzsky matematik Jacques P. M. Binet znovu objavil formulu: [1, (s.201)]
n_(a\" n_(g\"
F, = o =(® ,) i ) . Dnes oznacujeme Binetov vzorec. [13, (5.116)]
- V5
1876 Edouard Lucas prvykrat uverejnil identitu: Y1, F; = F; + F, + [13, (s.168, 170)]
Fs++F=F.,,—1 a "FE=F?+F}+F+-+
E? = FyFpyr
2. pol. 19. stor. E. Lucas prvykrat nazval postupnost F,,, = F,., + F,, pren € [13, (s.17, 92)]

N,pricom F; =1 aF, = 1, postupnostou Fibonacciho ¢isel.

zac. 20. stor. Americky matematik Mark Barr (1871-1950) zaviedol oznacenie: [13, (s.113)]

P = 1+2_¢§ (= 1,6180339887498948482 ...).

1964 John H. E. Cohn-dokazané, Ze jedind Fibonacciho ¢isla tvaru F,, = [13, (s.126)]
x2,(neN)su F, =F,=1,F,=144; a jedind Fibonacciho
gisla tvaru E, =2x2,(n€N) su F;,=2(x=1)aF,=8,(x =
2).

1976 Haruo Hosoya-zostavil trojuholnikové Ciselné pole, tzv. Hosoyov [15, (s. 187-195)]
trojuholnik: H(m, k) = Fyy1Fpm—k+1-

2007 R. J. MciIntosh a E. L. Roettiger-posledné vysledky tykajuce sa na- [13, (s.224)]
jdenia Fibonacciho-Wieferichova prvocisla.
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2018 Bernhard A. Moser-nova vizualizacia Fibonacciho Cisel. [9], [10]

Tab. 3: Chronologicky prehlad vyvoja poznatkov o Fibonacciho postupnosti.

Hosoyov trojuholnik

V roku 1976, Haruo Hosoya z Ochanomizuskej Univerzity v Tokiu zostavil trojuholnikové Ciselné
pole (Obr. 5), podobné Pascalovmu trojuholniku. Nazyvame ho Hosoyov trojuholnik.

Usporiadanie Cisel je sumerné podla priamky p prechddzajucej vrcholom. Dve okrajové diagonaly,
severovychodna a juhovychodna, pozostavaju z Fibonacciho Cisel. Kazdé vnutorné Cislo je suctom
dvoch predchadzajlcich Cisel na jeho uhlopriecke, napr.: 6=2+4=3+3.

Ak H(m, k) je Hosoyov koeficient pre riadokm = 0,1,2,3,...astipeck = 0,1, 2, ..., potom

m=0 k=0 H(0,0)
1
m=1 k=01 H(1,0) H(1,1)
1 1
m=2  k=0,1,2 H(2,0) H(2,1) H(2,2)
2 1 2
m=3  k=0,1,2,3 H(3,0) H(3,1) H(3,2) H(3,3)
3 2 W 2 / 3
m=4 k=0, ...,.4 H(4,0) H(4,1) H(4,2) H(4,3) H(4,4)
5 3 4\ / 3 5
m=5  k=0,....,5 H(5,0) H(5,1) H(5,2) H(5,3 H(5,4) H(5,5)
8 5 6 8 5 8

m=6  k=0,....6 H(6,0) H(6,1) H(6,2) H(6,3) H(6,4) H(6,5) H(6,6)

13 8 10 9 10 8 13

Obr. 5: Hosoyov trojuholnik. Zdroj: [15].

Na zaciatku generovania Hosoyovho trojuholnika su definované Styri zaciato¢né podmienky:
H(0,0) = H(1,0) = H(1,1) = H(2,1) = 1. Kazdy prvok H(m, k) ¢iselného pola mdzeme rekur-
zivne definovat nasledovne:

Hmk) =H(m—-1, k) + Him — 2,k)
=Hm-1,k—1)+H(m—2, k—2), kdlem>k>0m=>=>2,mk €N.
KedZe plati: H(m,0) =H(m—1,0) + H(m — 2,0),
H(O0,00=1=F, H1,0)=1=F,, H(2,00=2=F;, H(3,0)=3=F,, ..

z toho vyplyva vztah medzi H(m, k) a Fibonacciho ¢islami: H(m, 0) = F,,,.

Podobne dostaneme nasledujlce vztahy: H(m,m) = H(m,0) = F,,,4,
Hm,m—1)=H(m,1) = EF,.

UvaZujme uz uvedenu rovnost: H(m, k) = H(m — 1, k) + H(m — 2, k), ktoru rekurzivne
upravime:

H(m,k) =H(m-—1, k)+ Him — 2,k) =
=[Hm—-2,k)+ Him —3,k)]+ Him — 2,k) =
=2H(m—-2,k)+ Hm—3,k) =
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=2[Hm-=3,k)+Hm—-4,k)]+ Him—-3,k) =
=3H(m—-3,k)+2H(m —4,k)

Pokraovanim ziskame nasledovny vztah medzi H(m, k) a Fibonacciho islami:

H(m,k) = Fj,{H(m — j, k) + F;H(m — j — 1, k), kdel1<j<m-k-1
Oznacme vztahom j = m — k — 1, ktory dosadime do posledného vyrazu, potom dostaneme:
Hm,k) =F,_, Hk+1,k) + F__1 H(k, k) =
= Fnk Fre1 + Fn—k—1 Fr41 =
= Fyp1 (Fnek + Fek1) =
= Frs1 Fin—gv1

teda kazdé cislo H(m, k) sa rovna sucinu dvoch Fibonacciho &isel, kedZe plati aj
H(m, k) = H(m,m — k), ¢o je désledok simernosti Hosoyovho trojuholnik je

H(m k) =H(m m —k) = Fyq Fpppy1-
Napriklad:
e H(6,2)=10=2.5 =F;F;
e H(9,6)=39=3.13=F,F,
e H(15,4) = 720 =5.144 = F; F;,
Softvér Mathematica nam umozriuje vypocitat hodnoty H(m, k) s vy$simi indexmi:
o H(25,4)=88555=5.17711=F; F,,
e H(30,12) =974 173 = 233.4 181 = F,5 Fy,.

Poloimem = 2r,k =1, potom H(2r,7) = Fryq Fayp_yi1 = Fry1Fryn = F2 4.
Cisla H(2r,7) sa nachadzaju pozdi? osi simernosti a rovnaju sa druhym mocnindm Fibonacciho
Cisel.
Napriklad:

e H(2,1)=1=F?

o H(4,2)=4=F?

e H(6,3)=9=F?

e H(8,4) =25=F?

e H(10,5) = 64 = F?

e H(30,15) = 974169 = F%
Vypis Ciselnych hodn6t Hosoyovho trojuholnika pre riadok s indexom m = 15:
Column[Table[H[m, k],{m,30, 30},{k, 0, m}], Center]

{1346269, 832040, 1028458, 953433, 982090, 971144, 975325,973728,974338,974105, 974194,
974160, 974173, 974168, 974170, 974169, 974170, 974168, 974173, 974160, 974194, 974105,
974338,973728,975325, 971144, 982090, 953433, 1028458, 832040, 1346269}
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Magicky kosoStvorec

Generovanie Hosoyovho trojuholnika zacina Styrmi zaciato¢nymi podmienkami, kde kazdé cislo
mobZeme povazovat za vrchol kososStvorca s jednotkovou stranou.

V skutocnosti je mozné tuto Uvahu zovseobecnit, teda poufZit pre ktorykolvek kosostvorec s naj-
bliz§imi vrcholmi, napr.:

HG,k),Hi—1,k—1),HG{—2k—1),H(G —1,k).

UvaZzujme (tzv. magicky) kosostvorec (Obr. 6) s vrcholmi ABCD.
Ak polozime i =6,k = 3,potom A=H(4,2) =4, B=H(5,2)=6, C=H(53)=6, D=
H(6,3) = 0.

K

F
Obr. 6: Magicky kosostvorec 1. Zdroj: [15].
Potom dostaneme:
e F=A+B+C+D=25=H(8,4)=H({+2k+1)
¢ K=A+D-B—-C=1=H2,1)=H({—-4k—-2)
e E=C+D—-A—-B=5=HG,1)=H{I-1,k—-2)
e (G=B+D—-A-C=5=HG,4)=H0-1k+1)

Vo vseobecnosti platia nasledovné vzorce:
Hm+2,k+1)=Hmk)+Hm-1,k)+Hm—-1,k—1)+Hm—-2,k—1)
Hm-4k—-2)=Hm-2,k—1)+H(m,k) —Hm—-1,k—1)—-H(m—1,k)
Hm-1,k-2)=Hmk)+Hm—-1,k)—Hm—-1,k—1)—H(m-2,k—1)
Hm-1,k+1)=Hm-1,k—-1)+H(mk)—-Hm—-2,k—1)—-H(m—1,k)

Zaoberajme sa teraz suc¢inom hodndét A a D, B a C vo vrcholoch (magického) kosostvorca (Obr.
7) ABCD,kde A=H(7,4) =15, D =H(9,5) =40,B = H(8,4) = 25,C = H(8,5) = 24.
Vypis Ciselnych hodnét Hosoyovho trojuholnika pre riadok s indexom m=7, 8, a 9.
Column[Table[H[m, k],{m, 7, 9},{k, O, m}], Center]
{{{21,13,16,15,15,16,13,21}},

{{34,21,26,24,25,24,26,21,34}},
{{55,34,42,39,40,40,39,42,34,55}}}
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D

Obr. 7: Magicky kosostvorec 2. Zdroj: [15].

Je zrejmé, Ze
15.40 = 25.24,

teda suciny hodno6t v protilahlych vrcholoch kosostvorca ABCD sa navzajom rovnaju. Tento po-
znatok méZeme vyjadrit vseobecnym vztahom,

H(m,k). Him—-2,k—1)=H(m—-1,k—1).H(m — 1,k)
alebo v tvare:
Hm,k)Him — 2,k — 1) _q
Hm—-1,k—1)H(m—1,k)

Posledny vztah je moiné rozsirit pre hodnoty vo vrcholoch [ubovolného
rovnobeznika.

Napriklad, nech skupina (pole) rovnobeznikov (Obr. 8) je ohranic¢ena nasledovnymivrcholmi A =
H(4,2) =4, D=H(9,4) =40, B=H(7,2) =16,C = H(6,4) = 10.

4
Potom plati:
40.4 = 16.10
25.6 =15.10 6 6
24.6= 16.9
15.4= 10.6
10 10
16 ‘ 10
24 25

40
Obr. 8: Magicky kosostvorec 3. Zdroj: [15].
Ostatné suciny mozu byt overené podobne.

Skupiny trojuholnikov

V dalej Casti sa sustredime na skupinu (pole) trojuholnikov, usporiadanych s dvoma vrcholmi
v jednom rade a tretim vrcholom smerujucim nadol (Obr. 9).
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13 8 10

+
1
+
1
+

21 13 16 15 16

Obr.: 9: Skupina trojuholnikov 1. Zdroj: [15].
Sucet hodno6t vo vrcholoch v kazdom trojuholniku sa rovnda 34. VSeobecne ozna¢me (Obr. 10):

Hm—-1,k—-1) H(m—1,k)

+ +

H(m, k)
Obr.: 10. Zdroj: [15].

potom plati: H(m, k) + Him — 1,k — 1) + H(m — 1, k) je konstanta pre kazdé m.

Hladajme jej hodnotu, vyjadrenu ako Fibonacciho &islo (Obr. 11). Je zrejmé, Ze plati:
Hm—-1,-1) H(m —1,0)

+ +

= H(m,0) + Him —1,0) + Him — 1,—1) =

Fny1+ Fp = Fnyo

H(m,0)
Obr.: 11. Zdroj: [15].

Konstanta pre danu skupinu trojuholnikov je teda dana vztahom:
Hmk)+Him—1,k—1)+ H(m —1,k) = Fp,45.

Overenie ziskanych vysledkov: (13 + 8 + 13), (8 + 13 + 16), (10 + 9 + 15),...= 34,
kde m = 7,a Fy = 34, ¢o bolo konStatované.

Teraz zmenime usporiadanie vrcholov v skupine (v poli) trojuholnikov a to s dvoma vrcholmi v jed-
nom rade a tretim vrcholom smerujucim nahor (Obr. 12).

8 10

+ + + + + +
13 16 16 15 15 15 15 16

Obr.: 12: Skupina trojuholnikov 2. Zdroj: [15].
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Nech: A = H(7,2) =16, B=H(7,3) =15, C = H(6,2) = 10,potom A+ B — C = 21,
m:7, a 21:F8:Fm+1-

Vseobecne oznaéme (Obr. 13):
Hm—-1k—1)

Hmk—1) H(m, k)

Obr.: 13. Zdroj: [15].
potom konstantu pre danu skupinu trojuholnikov mézeme vyjadrit:
Hmk)+ Hmk—1)—H(m—1,k—1) = Fpy1.

Hosoyov trojuholnik ndm ponuka skimat dalsie rozne vztahy medzi jeho prvkami. Pre ilustraciu
uvedme aspon niektoré [15].

Uloha. Dokdzte, 7e plati:
H(m,k) + Him — 6,k —3) = 2 F,,_;, Him,k) —H(m — 4,k — 2) = E,,.

Diagonalne sucty Hosoyovho trojuholnika

Na zaklade vztahu H(m,k) = Fy,; F,_x+1 Upravime Hosoyov trojuholnik do nasledovného tvaru:

FiFy
H>
F,F, F,F,
1 Hy
F\Fs F,F, F,F,
1 He
F,F, FyF; FyF, F,F,
3 2
F,Fs F,F, FyF; F,F, FoF,
3 3 5
F,F, F,Fq EF, F,Fy FoF, FoF,
8 6 6 5 8
F,F, F,F, FyFy F,F, FsFs FoF, F,F,
8 10 9 10 8 13

Obr. 14: Hosoyov trojuholnik-tvar sucinov Fy.yq Fi_r+1 - Vlastny obrdzok.

Uvazujme nasledovné diagonalne sucty:
B prepdarnyindex: Ho=1= FF,

H4=3+1=F1F4+F2F2=4‘
H6=8+3+2:F1F6+F2F4+F3F2:13
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H8=21+8+6+3:F1F8+F2F6+F3F4+F4F2:38

Vo vseobecnosti méZzeme napisat: Ho=F, F,, + F,F,,_, + F3F,_, + F,F,_¢ + -+ + FnF,
2

pre neparny index: 1.=1 = F; F;
=24+1=F,F;+FF =3
=5+4+2+4+2=FF+EF;+FF =9
=134+5+4+3=FF, +FFs+ F;F; + F,F, =25

Vo vseobecnosti méZzeme napisat:

Uvedené vseobecné vztahy napiseme podla [16] v tvare:

ln+1
2

anFan + Fan_z + F3Fn_4_ + F4Fn—6 + -+ Fln_HJFn_Zln__l] = Zp=1 FpFn—Z(p—l) .
2 2

Vypis hodnot prvych 50 -tich diagonalnych suctov pomocou softvéru Mathematica:
H[n_]: = Sum[Fibonacci[p]Fibonacci[n — 2(p — 1)],{p, 1, Floor[nTﬂ],l}].

Table[H[n],{n,1,50}]

{1,1,3,4,9, 13, 25, 38, 68, 106, 182, 288, 483, 771, 1275, 2046, 3355, 5401, 8811, 14212, 23112,
37324, 60580, 97904, 158717, 256621, 415715, 672336, 1088661, 1760997, 2850645, 4611642,
7463884, 12075526, 19541994, 31617520, 51163695, 82781215, 133951675, 216732890,
350695511, 567428401, 918141623, 1485570024, 2403740304, 3889310328, 6293097000,
10182407328, 16475579353, 26657986681}.

Grafické zobrazenie hodnot prvych 20 -tich diagonalnych stictov pomocou softvéru Mathematica
(Obr. 15).

S = Table[H[n],{n, 1, 20}],
{1,1,3,4,9,13,25,38,68,106,182,288,483,771,1275,2046,3355,5401,8811,14212}
gS=ListPlot[S, PlotStyle->PointSize[0.02], PlotRange->{{0, 21}, {-500, 14500}},Axes->True,AxesOri-
gin->Automatic, AxesLabel->{"n","H[n]"}].

2000 )

o

Lo o ooe00ooee0eee® o
5 10 15 20

Obr. 15: Diagondine sucty: H[n], {n, 1,20}]. Vlastny obrdzok.
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Z uvedenych vypisov hodndét diagonalnych suctov je zrejmé, Ze hodnoty znacne rastu.
Pre zjemnenie vizualizacie znazornime prvych 8 diagonalnych suctov (Obr. 16):

S = Table[H[n],{n, 1,8}], {1,1,3,4,9,13,25,38},
gS = ListPlot[S, PlotStyle — PointSize[0.02], PlotRange — {{0, 8.5}, {0, 39}}, Axes —
True, AxesOrigin — Automatic, AxesLabel — {"n","H [n]"}]

H[n]
35+
30+
25¢ [
20+
15+

10

Obr. 16: Diagondlne sucty: H[n], {n, 1,8}]. Vlastny obrdzok.

Generujuce funkcie, ako matematicky nastroj mozno pouzit, ak chceme urcit ¢leny postupnosti
(konecnej, alebo nekonecnej), ktoré suvisia s rieSenim nejakej ulohy. Vychadzajuc z tejto vseo-
becnej myslienky a pouZitim danych vztahov a postupu v [16], dostaneme vzorec pre ¢leny po-
stupnosti Hy:

1
Hn =3 (P = Pop )

Napriklad:
Hg = 2 Fiq 1 ZBJ_EJ —9 Fiq F;) = 2 89 3) =38

Riadkové sucty Hosoyovho trojuholnika

Tvorivy aspekt matematiky mozno spoznat aj pri hfadani vztahov pre riadkové sucty Hosoyovho
trojuholnika. Oznaéme {1, };—, postupnost riadkovych suctov, t, j.:

1,2,5,10, 20,38,71,130, 235, 420, .....,

Kde na obr. 17 je znazornenych prvych Sest riadkov. Zapis (zfava do prava) v r-tom riadku sa
rovna:
FiE+FF_ + FBF_y+ -+ F F + BEFy = Yoy Fie Fr_ggr

Zo [16], [17] vieme, Ze r-ty sucet je dany vztahom:
- 1
Fp Frg1 = g(rFr+1 +2(r+ 1) F).
k=1



16

Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 6, No. 2, p. 1-17

Napriklad: nech r=5, potom dostaneme:

5

ZFRFS—k+1:F1F5+F2F4+F3F3+F4F2+F5F1 =15+13+22+31+51=5+34+4+3+5

k=1

2 Fraa+ 200+ DE) =25 Fs +2(5+ 1) F) =£(5.8 +12.5) = (40 + 60) = 20.

F,F
rn = 1 11
1
FiF. F,F,
r, =2 1F2 2k
1 1
F,F. F,F, F3F,
=5 163 21 3
2 1 2
" 10 R, RoF; RF, FFy
3 2 2 3
20 FiFs FoF, Fof RF, FoF
5 3 4 3 5
vooss  FiFs F,Fq F,F, F,F; FsF, FF,
8 5 6 6 5 8

Obr. 17: Hosoyov trojuholnik-riadkové sucty. (Vlastny obrdzok).

Softvér Mathematica pouzijeme jednak pre vypis hodnot riadku s vy$Sim indexom, aj na overe-
nie suc¢tu daného riadka, napr.: r= 30, (m=29),

Column[Table[H[m,k],{m,29,29},{k,0,m}],Center]

{{{832040, 514229, 635622, 589254, 606965, 600200, 602784, 601797, 602174, 602030, 602085,
602064, 602072, 602069, 602070, 602070, 602069, 602072, 602064, 602085, 602030, 602174,
601797, 602784, 600200, 606965, 589254, 635622, 514229, 832040}}},

3% FieF_iesosn = 18394910 = 2 (2(30 + 1)F3g + 30F50,4),

pre r=1000, ziskame nasledovnu hodnotu suctu:

1000

1
z FrFio00-k+1 = 5(2(1000 + 1)Fy000 + 1000F;9g0+41) =
k=1

31470083240134320721216737456522976525383144038427407421674
6653448813442129861870928661633868802561164836374961177143811
8163123237823529000773865553253059919374935627273453532245649
7561421290626022233871111941750

Zaver

Clanok poskytuje $tudentom matematiky (aj u¢itelom z praxe) indpirativny a putavy text z velmi
rozsiahlej problematiky, akou je Pascalov trojuholnik a jeho suvislosti a vztahy medzi réznymi
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matematickymi objektami: Fibonacciho postupnost, Fibonacciho &isla, Hosoyov trojuholnik. Slo-
vensky matematik Stefan Znam sa v praci [18] vyjadril takto ,,Fibonacciho ¢isla su Easto ,,Sedou
eminenciou”v pozadi rieSenia praktickych problémov”.
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Abstract

In this article we focused on inquiry-based learning and its use in mathematical education. Inquiry-based learning
can also be applied in a broader, multidisciplinary context. Teacher presents the problem and the pupil finds the
answers by inquiry activity. We describe a specific problem of geometry at lower secondary school, which is
related to the spatial imagination of pupils. We specify particular activity appropriate to the age of the child,
which we have included in the educational process. We use guided inquiry and group work of students on a given
problem. Inquiry activity was also realized in school practice. Therefore, we also present specific observations
and opinions of mathematics teachers at lower secondary school.

Keywords: inquiry-based geometry learning, inquiry activity, educational process, projection, teachers” opinions.

Classification: 97C80

Uvod

Badatel'sky orientované vyucovanie matematiky je vhodna vyucovacia metdda pre Ziakov na
zédkladnej Skoly, pretoze mozZe posilnit zaujmy Ziakov o nie velmi oblubené vyulovanie
geometrie a taktieZ implementovat do vyucovacieho procesu samotnu aktivitu Ziakov. A preto
je mozné touto metddou Ziakom pomdct k aktivnemu ziskavaniu vedomosti a poznatkov,
taktiez podporit spolupracu a komunikaciu so spoluziakmi, ale aj s ucéitefom, rovnako podporit
ich vyjadrovanie a prezentovanie sa.

Je vSeobecne zndme, Ze zZiaci na réznych stuprioch vzdeldvania maju nedostatocnu priestorovu
predstavivost. Ziaci na zakladnej $kole neovladaju v dostatoénej miere zakladné principy,
pojmy a vlastnosti zobrazovania rovinnych a priestorovych geometrickych Gtvarov do roviny.
V ramci vyucovacieho procesu pracuju s priemetom kocky ako s telesom.

V ¢lanku venujeme zobrazovaniu rovinnych a priestorovych geometrickych uUtvarov do roviny
s vyuzitim badatelsky orientovaného vyucovania.

*Corresponding author: Irumanova@ukf.sk
DOI: 10.17846/AMN.2020.6.2.18-23
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Uvedieme ukazky konkrétnych bdadatelskych aktivit suvisiacich s danou témou. Taktiez
uvedieme nazory a postrehy ucitefov matematiky na popisané aktivity, ktoré ziskali z ich
vyucovacieho procesu na réznych zakladnych Skoldch na Slovensku.

Badatelky orientované vyucovanie

Pojem badanie je v si¢asnej dobe velmi pouzivané slovo v prirodovednom vzdelavani, pricom
je to ekvivalentny pojem k pojmom ako skimanie alebo aj objavovanie. Zakladnym
vyucovacim modelom badania je konstruktivisticky pristup. To znamen3, Ze si Ziak poznatky
konstruuje na zaklade vlastnych skisenosti v ramci samostatnej jeho aktivnej ¢innosti.

Vsetky badatelsky orientované aktivity by mali obsahovat problém alebo otdzku, ktord musi
Ziak svojou aktivitou riesit, nasledne uviest postup tohto riesenia, zozbiera a potom analyzuje
data, pomocou ktorych odpovie na zadanu otazku, resp. vysvetli zadani problém.

Ak Ziakovi zaddme badatelsku aktivitu, tak v procese badania kladie otazky, vyuziva vhodné
argumentovanie v ramci vysvetfovania alebo zdévodriovania objavenych zisteni. Realizacia
badatelskych aktivit zahfiia r6zne Cinnosti od formulacie problému, cez ndvrh a realizaciu
postupu rieSenia, zbieranie Udajov pri experimentovani alebo modelovani a ich analyzu a
vyhodnocovanie, interpretdaciu vysledkov, formulovanie zaverov a zdévodriovanie objavenych
zisteni (Lukac a kol., 2016). Autor Llewellyn (2002) uvadza Seststupriovy model badania (vid
Obr. 1).

Y
(" 1. Stanovenie
vyskumnej otazky ,Co
ak?, Preco?”, ktora
bude predmetom

2 skimania
o
6. Zdielanie ; 2. Diskusia o moznych
a prezentovanie iy
! rieseniach
vysledkov
Badatelsky
cyklus

3. Formulacia
hypotézy vhodnej k
testovaniu

5. Zber a analyza dat,
vyvodenie zaverov

4, Navrh a realizacia
postupu badania

Obr. 1: Schématicky zndzorneni badatelsky cyklus (Llewellyn, 2002, In: Lukdc a kol., 2016)

Urovriami badania sa zaoberali rozny autori (napriklad Schwab, 1962; Herron, 1971; Banchi,
Bell, 2008). V Tabulke 1 uvedieme uUrovne badania na zaklade poctu vopred poskytnutych
informacii ziakovi (Bell et al., 2005).
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Tabulka 1: Urovne bddania (Bell et al, 2005)

Urovei badania Otazka Metdédy Vysledok
(problém)? rieSenia? (zaver)?

Potvrdzujuce badanie (Confirmation
inquiry)
Ziaci potvrdzuju platnost nejakého zakona

(poznatku, suvislosti) v aktivite, ktorej v v v
vysledok uz poznaju.

Strukturované badanie  (Structured

inquiry)

Ziaci rieSia problém  sformulovany

ucCitelom na zadklade pripraveného v v v
postupu.

Riadené badanie (Guided inquiry)

Ziaci rieSia problém  sformulovany v

ucCiteflom na zaklade postupu, ktory sami

navrhnu.

Otvorené badanie (Open inquiry)

Ziaci riesia problém, ktory samostatne
sformuluji na zaklade postupu, ktory
sami navrhnu.

Badatel'ska aktivita vo vyucovani geometrie na zakladnej Skole

Pre Ziakov 7. roCnika zakladnej Skoly sme navrhli aktivitu, ktora suvisi so zobrazovanim
priestoru do roviny. Dand téma patri do oblasti Geometria a meranie, do tematického celku
,Volné rovnobeiné premietanie”.

PoZiadavkami na vstupné vedomosti a zruénosti pre Ziakov su:
- rozliSovat, pomenovat rovinné a priestorové utvary,
- mat osvojené zakladné pravidla rysovania a vediet pouzivat pomaocky na rysovanie,
- ovladat zaklady prace s geometrickym softvérom GeoGebra.

Ziakom osvojované vedomosti a zruénosti su:

- osvojit si pojem rovnobeiného premietania, vratane pojmov priemetna, smer
premietania, priemet Utvaru,

- pochopit zakladné vlastnosti rovnobezného premietania,

- na zaklade vlastnosti rovnobeiného premietania vediet zobrazit rozne geometrické
utvary do roviny.

Ziakom rozvijané spdsobilosti su:
- predpovedat vysledky modelu,

- zaznamenat vysledky,
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- zdielat a prezentovat vysledky pred spoluziakmi,
- formulovat zavery.
Zvolili sme nasledujuci priebeh vyucovacej hodiny:

1. Podnet a motivacia (utvrdenie si zakladnych pojmov suvisiacich s rovnobeznym
premietanim)

2. Spolocné planovanie (plan rieSenia projektu, skupinova praca Ziakov)

3. Realizacia a prezentacia vysledkov (praca Ziakov v skupindch, prezentdcia Ziackych
zisteni spojena s diskusiou)

4. Hodnotenie vysledkov
Podnet a motivacia

Na zaliatku vyucovacej hodiny sme vzbudili zaujem Ziakov o rovnobeiné premietanie
pomocou obrazkov, Uloh a otdzok, ktoré sme uviedli v pracovnom liste (vid Obr. 2, 3).

V

premet ooy

Obr. 3: Priradte k jednotlivym utvarom sprdvne pomenovanie. Diskutujte o nich a pracujte s interaktivnou konstrukciou
v GeoGebre.
Spolocné planovanie
Ziakov sme po diskusii rozdelili do skupin a zadali sme im problémové tlohy na badanie:

1. Opiste usecku, ktorej priemetom v rovnobeznom premietani je jeden bod. Existuje
viacej moznosti?
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2. Zistite, aky geometricky Utvar moze byt priemetom dvoch rovnobeznych priamok v
rovnobeznom premietani. Tieto priamky su r6znobeiné s priemetfiou a premietame
ich kolmo do priemetne (t. j. smer premietania vzhladom na priemetfiu je kolmy).

3. Aky geometricky Utvar moze byt priemetom trojuholnika v rovnobeZznom premietani,
ak smer premietania je r6znobezny s priemetnou?

Kazdd skupina si premyslela plan rieSenia projektu, pricom sme odporudili Ziakom aj
manipulativhu ¢innost s réznymi dostupnymi rysovacimi a pisacimi pomédckami, ale aj
geometricky program GeoGebra. Svoje zistenia Ziaci budu prezentovat v zavere vyucovacej
hodiny. Taktiez sme vysvetlili Ziakom aj spdsob hodnotenia projektu (splnenie dloh, spravnost
uvahy, tvorivost, prezentacia vysledkov), pricom hodnotenie bude formativne a ziskané Ziacke
vysledky budu slovne hodnotené pri zverejneni a obhajobe rieSenia danych problémovych
uloh jednotlivymi skupinami Ziakov v zavere vyucovacej hodiny.

Realizacia a prezentdcia vysledkov

Projekt Ziaci rieSili jednu vyucovaciu hodinu, pricom ucitel je v pozicii konzultanta a pomaha
Ziakom len v pripade nutnosti. Na pracu v skupinach mali Ziaci cca. 25 minut vratane pripravy
strucnej zaverecénej prezentacie. Veduci skupiny tiez mbze vo svojej prezentacii zhodnotit ¢o
sa im na projekte podarilo dosiahnut, s ¢im mali pripadné problémy a ako sa im pracovalo v
skupine.

Po kaZdej prezentacii skupiny nasleduju otazky od Ziakov z ostatnych skupin, ktoré sivisia
s prezentovanymi zisteniami danej skupiny. Takyto postup sa zopakuje pre vsetky skupiny
Ziakov.

Hodnotenie vysledkov

V zavere hodiny sme struéne analyzovali aj ziskané a prezentované Ziacke rieSenia, pricom sme
zd6raznili v rdmci formativneho hodnotenia ich pracu na vyuéovacej hodine, nakolko riesena
problematika je naroéna pre Ziakov zakladnych skél.

Spravne odpovede na zadané problémové ulohy sme taktiez Ziakom stru¢ne zopakovali, a tym
aj zosumarizovali objavené zistenia. Ucitel méze v tejto faze vyuzit aj pripravenu prezentaciu
s prehladnymi vysledkami a spravnym rieSenim danych problémov. Taktiez méze ucitel vyuzit
program GeoGebra na zobrazenie geometrickych Utvarov v priemetni.

Postrehy a navrhy ucitelov matematiky k realizovanej aktivite so Ziakmi

Uvedenu badatelsku aktivitu v pedagogickej praxi realizovalo 17 ucitelov matematiky
z roznych zakladnych skol na Slovensku. SkonsStatovali, Ze bola zaujimava pre Ziakov, ale
narocna pre ziakov 7. ro¢nika a odporucali by ju riesit so Ziakmi na dvoch vyuéovacich hodinach
matematiky. Ale urcite by ju Ziakom opéatovne zaradili do vyucovacieho procesu, lebo
naformulovany problém je z didaktického hladiska zmysluplny. Taktiez uviedli, Ze naro¢nost
problematiky je zavisla aj od Urovne priestorovej predstavivosti Ziakov.

Uvadzame dalsie navrhy ucitelov na zlepsenie popisanej badatelskej aktivity:

- ,...pre ucitela nie je téma ndrocnd, mozno zvolit vhodny spésob ako vysvetlit Ziakom
zobrazenie geometrickych utvarov do roviny, ja som zvolila taky spdsob, Ze som Ziakom
toto zobrazenie pribliZila tak, Ze som na utvar zasvietila baterkou a tiefi sa zobrazil na
tabulu...”,
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- ..V rdmci jednej vyucovacej hodiny som Ziakom vysvetlila pojmy ako je priemetria,
smer premietania, priemet a na druhej vyucovacej hodiny uZ prdca na aktivite bola
vyrazne lepsia...”,

- ,...ziaci velmi mdlo rysuju, ¢o sa prejavuje nielen na estetike, ale hlavne v chybovosti
narysovaného objektu, preto treba viacej ¢asu venovat aj ndcrtom a rysovaniu na
hodindch geometrie...”,

- ,...hiektoré skupinky najskér nevedeli o maju robit, resp. ako maju zacat, no ked som
im povedala, Ze si to m6Zzu aj namodelovat - pomocou ceruzky alebo pera a svetla -
lampdsa, s radostou sa pustili do prdce a myslim, Ze zviladli vyriesit ulohy super...”,

- ,...motivdciou pre Ziakov bolo na tvod prezentovanie perspektivy vo vytvarnom umeni,
teoreticky zdklad tvorili ndsledne zdkladné spdsoby zobrazovania rovinnych a
geometrickych utvarov; zadania uvedenych problémov spracovdvali jednotlivo alebo
vo dvojiciach (formu si zvolili sami Ziaci) a ndsledne spoluZiakom prezentovali svoje
vysledky; na zlepsenie priestorovej orientdcie som Ziakom modelovala situdcie v zadani
uloh aj pomocou programu GeoGebra”,

Zaver

Badatelsky orientované vyucovanie s podporou aj modernych digitdlnych technoldgii
podporuje experimentalnu ¢innost Ziakov. Vhodne pripravena badatelska aktivita je vhodna
pre r6zne stupne vzdelavania a méze mat vyrazni pozitivny efekt na zlepsenie konceptualneho
porozumenia uciva Ziakmi v réznych prirodovednych predmetoch ako désledok aktivnej prace
v badatelskom procese.
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Abstract

In this article, we deal with readable attention to the non-typical confrontation of learning processing axial
symmetry and musical materials. We present non-traditional forms of using interdisciplinary relations between
practical examples and geometric problems. Given tasks have musical character, but its solves the sample
problem of axial symmetry. We also present some problems in worksheet which related to interdisciplinary
relations for the students. The worksheet includes some other musical and mathematical examples about the
axial symmetry. In the worksheet, the pupils have an opportunity to mark their feelings. We describe our findings,
pupils’ solutions of the tasks, as well as their opinions of the interdisciplinary.

Keywords: educational process, geometry, axial symmetry, musical materials, interdisciplinary relations,
worksheet.

Classification: U60, D30

Uvod

,Matematika a hudba su nezavislé. Su hudobne hluchi ludia neschopni zaspievat piesen.
Viem si predstavit aj matematicky hluchych ludi. Pravda, hudba je druh umenia a umenie hrd
svoju ulohu v Zivote ¢loveka. A matematik je tieZ ¢lovek. Opacne, pri vplyve matematiky si
zvykneme poméct frazou, Ze matematika uci spravne mysliet. LenZe ¢clovek méze dobre
mysliet aj bez matematickych vzorcov.”

(Riecan, 2018 in Kostalova, 2018)

Co modZe hudba znamenat pre matematikov? Cim mdéze matematika zaujat hudobnikov? M4
zmysel, aby hudobnik mal zakladné matematické vedomosti? Maju zhodné zobrazenia nejaky
zmysel pri stavbe hudobnych ndstrojov, ¢i pri komponovani prekrasnych hudobnych skladieb?
Takéto a aj podobné otazky mézeme Casto pocuvat od Ziakov, vynikajucich umelcov aj vedcov.
Pozname odpovede na dané pochybnosti? Sme si vedomi zluéitelnosti, resp. nezllcitelnosti
dvoch disciplin na prvy pohlad tak odlisSnych? Skusme postupne uviest odpovede na tieto
otdzky v nasom ¢lanku.

Muzikolégia, teda hudobna veda, je v celku skuto€ne postavend na urcitych matematickych
principoch. Na prvy pohlad sa vsak nemusi celkom zdat, Ze by hudba mala mat nieco spolo¢né
prave s matematikou. Isty odbornik, majster husliar, vSak metaforicky obrazne tvrdi, Ze
,Hudba je len jeden odbor matematiky.” (Novak, 2018 in Kostalova, 2018) Uz tu sa javi akoby
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hudba mala svoj piedestal teda pevne zakoreneny nie len v srdci ¢loveka, ako si snad’
prirodzene predstavujeme, ale i v samotnej matematike.

Uvodnym slovom prof. Beloslava Rie¢ana viak prichadzame k myslienke, 7e hudba a
matematika suU nezdvislé. Hoci potvrdzujeme ideu tohto uznavaného vyznamného
slovenského matematika, hladdme zhodné zobrazenia i v hudobnych dielach, hudobnych
nastrojoch, ¢i inych hudobnych uUkazoch. Je vsak uz na pohlad zrejmé, Ze hoci samotnd
notografia obsahuje mnoZstvo vlastnych pravidiel zapisu n6ét a inych pribuznych znakov, v
skutoc¢nosti nejeden notograficky znak v sebe ukryva osovu simernost. Objavuju sa i skladby
u Paganiniho, Mozarta, Schneider-Trnavského, Czerneho, Beethovena, Bacha, Duvernoya a
inych velikdnov, ktoré su nositelmi konkrétneho zhodného zobrazenia. Dokonca i sam
profesor RieCan ako kantor a vasnivy organista sa urcity ¢as venoval problematike prepajaniu
hudby a matematiky. Vysledkom tejto jeho snahy bolo prave vydanie knihy Matematika a
hudba (Rie¢an — Berger, 1997) a tiez to, Ze bol jednym z usporiadatelov Medzindrodného
interdisciplindrneho seminaru Matematika, hudba a umenie.

Hudba verzus matematika

Pre spravne nazeranie na problematiku interakcie matematiky a hudby mézeme vnimat i fakt,
Ze ludia zvacsa maju peknu hudbu skutocne radi. A taktiez naopak, hudobnici si mozno ani nie
vzdy uvedomuju, kolko matematiky sa mdéze nachadzat v samotnej hudbe, v zapise noét,
v stavbe nastrojov ¢i v hranych a pocutych zvukoch.

V ¢lanku sa vSak sustredime na to, ako skladatelia tvorili potrebné hudobné zapisy odhliadnuc
od akychkolvek ich znalosti matematickych vztahov. TaktieZz uvedieme notografické prvky,
ktorych jednoznaény tvar sa vsak postupne ustdlil a nejeden znak, ¢i skupina znakov su tvorené
vybranym zhodnym zobrazenim.

Danou problematikou sme sa zaoberali v nasej bakalarskej (Kostalova, 2018) a diplomovej
praci (LasSova, 2020).
Hudobné ndzvoslovie

Pre lepSie pochopenie hudobnej problematiky v skratke nazorne objasfiujeme vybrané
hudobné pojmy, ktorych poznanie je nutné k sprdvnemu vnimaniu danej problematiky.
Nazvoslovie pouzité na Obr.1 sme prebrali z literatdry (Cmiral, 1967).
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Obr. 1 Hudobné pojmy
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Osovd stimernost

Venujme sa teda zhodnému zobrazeniu — osovej sumernosti, s ktorym sa stretavaju deti uz
v predskolskom veku. Vieme, Ze osovd simernost je zhodné zobrazenie v rovine dané osou o
alebo dvoma bodmi, vzorom a obrazom. Takéto vyjadrenie oznaCujeme ako S): X — X/,
pricom X je vzor a X je jeho obraz a zobrazujeme tak ako je uvedené na Obr. 2. Autor (Sedivy
1978) uvadza vsak i jasnu definiciu. ,,Nech je dand priamka o. Kazdému bodu X € m priradime

bod X' € w tak, aby XX' L 0, XX' N o = X,, vzdialenost bodu X € XX’ od priamky o nech sa
rovnd vzdialenosti bodu X' € XX' od priamky o. |XXo| = |X'Xo|, XoX, XoX' su opacné
polpriamky. Takto definované zobrazenie nazyvame osovd sumernost a priamku o osou
sumernosti.” (Sedivy 1978)

9

O

Obr. 2 Zobrazenie body X v osovej sumernosti

Ukdzky vyskytu osovej sumernosti v hudbe

Jeden zo zakladnych prikladov vyskytu osovej simernosti je stavba C-klu¢u. Vidime, Ze tato
hudobnicka graficka znacka zapisujuca sa na zaciatku hudobného riadka uréujica polohu téonu
c! (Obr. 3) pripomina isty matematicky geometricky Gtvar. Méieme tvrdit, Ze v pripade, Ze os
sumernosti 0 narysujeme horizontdlne je tento hudobny symbol osovo simerny.

Obr. 3 Altovy kluc

S inym pripadom osovej simernosti sa stretdvaju i klaviristi. Prave klaviatura v sebe obsahuje
vyznamnu osovu sumernost, ktord je tak vyznamna i samotnej klavirnej hre. Z prirodzenej
hrdosti hudobnikov vsak ¢asto vyplyva i podstatny fakt pojednavajuci o len nepatrne letmej az
priam badatelnej pritomnosti matematiky v akomkolvek hudobnom prostredi. Mnohokrat sa
vSak stava, Ze existencia a silny vyskyt matematiky ako takej je v hudbe, v hudobnom prostredi
¢i v stavbe hudobnych nastrojoch intenzivna a enormne zlomova. VSimnime si napriklad uz
spominanu vsetkym znamu klaviaturu. Vnimajme, ako pri vhodnom uloZeni osi o zasadenej
na klaves hrajuci ton d! mdzeme s jasnostou tvrdit, Ze klaviatura je vo svojej podstate osovo
sumernad (Obr. 4). Tyka sa to teda pohladu na cierne klavesy v zavislosti od bielych klaves. Hoci
klavir takto osovo simerne stavany nie je, spravne vybranu ¢ast klaviatiry povazovat za osovo
sumernu mbzieme, ba dokonca rbézne vybrané pasaze, stupnice, protipohyby ¢i techniky
v klavirnej hre vyuzivaju prave tuto vlastnost a ¢asto im k tomu napomaha i osovo simerné
aplikovanie prstokladu.
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Obr. 4 Klaviatira

Osova sumernost v stavbe hudobnych néstrojoch je vyuZivand i v remesle zaoberajicom sa
vyrobou a opravou slacikovych hudobnych nastrojov, teda v husliarstve. Husliari pri zhotoveni
zakladnej dosky husli (Obr. 5) pracuju prave s tymto cisto matematickym zhodnym
zobrazenim. Nasledujuca ukazka (Obr. 6) pojednava prave o tom, ako nesmierne dolezité
v procese vyroby husli je presné rysovanie, mimoriadne spolahlivé meranie a tiez bezchybna
praca pri rezbarskej Uprave samotného dreva.

TR

Obr. 5 Zdkladnd doska Obr. 6 Husle - stav vyroby

Klaviristi pocas hry na klaviri ¢asto znenazdajky vyuZivaju tiez osovl simernost, ktord vieme
vsak zapisat i do notovej osnovy. Spdsob hry, v ktorej nachadzame samotnd osovd simernost
my, hudobnici, nazyvame odborne stupnicovym protipohybom. Tento Specidlne matematicky
vyjav vznikd prave pre pripad protipohybu poéntc ténom c' pre obe ruky. Z pohladu
geometrie (Obr. 7) vidiet zretelne osovu sumernost medzi notami pravej a favej ruky.

Obr. 7 Protipohyb

Aby sme vSak neostali len pri akychsi teoretickych zakladoch mysliac si, Ze len tie vyuzivaju
osovl sumernost, pozrime sa aj hlbSie na konkrétne diela a ukazky majstrov muzikantov a
skladatelov, ktori mozno vedome, mozZno i nevedome vyuZivali vo svojej tvorbe osovu
sumernost. Hoci sa tato myslienka zda byt pre nas, matematikov, Cisto matematicky spésob
komponovania hudobnych skladieb, s pokorou prijmime stratégiu tvorby hudobnikov
a priznajme, Zze hudobnici v tomto pripade rieSia prave uz spominany protipohyb. Isty velikan,
Mikulds Schneider-Trnavsky, protipohyb tieZ vo svojej tvorbe vyuZival. Nachdadzame ho v jeho
viacerych skladbach. Za jednu vhodnu nazornu ukazku mozeme povazovat i piesen Hla, otvdra
sa brdna nebies (Schneider-Trnavsky, 1986), vid' Obr.8. VSimnime si zobrazeny 5. a 6. takt, kde
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protipohyb, resp. osovo sumerné hlavi¢ky n6t su vyznacené farebne. Sledujme i to, ako blizko
k sebe maju tieto dve zélezZitosti — hudobnd v pojme protipohyb a matematicka v idei osovej
sumernosti.

Obr. 8 UkdZka zo skladby s ndzvom ,,Hla, otvdra sa brdna nebies"

Tvorba pracovného listu k danej problematike

Prikladov, v ktorych sa osova sumernost ponuka hudobnikom ako nevyhnutna pomaocka
pri akejkolvej hudobnej ¢innosti, by sme vedeli ndjst niekolko. Uvedomuijuc si vSak nedostatok
vedomosti o danej problematike u Ziakov strednych skdl sme sa rozhodli zostavit pracovny list
a tym dat Ziakom na vedomie moZnost vyuZitia osovej sumernosti nie len v beZnych
geometrickych Utvaroch vyskytujlcich sa v ucdebniciach matematiky, ale i v necakanych
oblastiach Zivota, akou je napriklad i hudba.

Ako ukazku zaradenia moznych prikladov prelinajucich hudbu zhodné zobrazenia sme v rdmci
naSej bakalarskej prace (Kostalova, 2018) vytvorili pracovny list, ktori sme dali vyplnit 22
Ziakom Gymnazia sv. Cyrila a Metoda v Nitre, 6 Ziakom z Gymndazia Janka Jesenského v
Banovciach nad Bebravou, 2 Ziakom z Gymnazia Frantika Svantnera v Novej Bani a 4
Studentkdam z UKF v Nitre (pozn. dalej uz len ,Ziaci“). Na vypracovanie vietkych 7 dloh mali
vSetci 45 minut, niektori potrebovali eSte aj 15 minut z prestavky.

Nasim cielom v predloZzenom ¢lanku nie je predviest, zhodnotit, pripadne analyzovat cely
pracovny list. Sustredime sa len na vybrané ulohy a ich analyzy, ktoré sa tykaju prave popisanej
osovej sumernosti.

Prva uloha v pracovnom liste mala nasledujuce znenie. ,,Na nasledujucom obrdzku vidis jeden
takt s notami, kde vsak noty v druhom riadku, t. j. pre lavu ruku, chybaju. Preto do notovej
osnovy zakresli noty, ktoré ziskas osovou sumernostou s osou 04, 0,, Co budu tie chybajuce
noty pre lavu ruku.” (Kostalova, 2018)

Ziaci mali k dispozicii obrazok s chybajucimi notami a tie? priestor na ich hodnotenie
narocnosti a obtaznosti danej tlohy. Pod tUlohy sme taktiez my zapisovali ich Uspech/neulspech
alebo nedorieseny priklad (Obr. 9).
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Obr. 9 Zadanie prvej ulohy

Po analyze danej ulohy sme vytvorili graf, v ktorom uvddzame hodnotenie zZiakmi, t. j.
narocnost a hodnotenie Ziakov, teda ich Uspesnost (Obr. 10).

Nirotnost 1. alohy Uspeinost® 1. dlohy

Lahudki

470

Obr. 10 Hodnotenie Ziackej uspesnosti prvej uloyhy

Uvedena uloha sa vyznacovala najma obzvlast peknou Ziackou pracou. Polovica Ziakov mala
vyriesenu Ulohu na 100 %. Jeden Ziak nevedel vébec ulohu vyriesit a zvysni Ziaci sa prevaine
mylili v tom, Ze si nevSimli obidve osi sumernosti, ale len tu prvd. Preto vSetky noty zobrazili
len podla osi 04. 16 Ziakov s pochopenim a vyrieSenim tejto Ulohy nemalo problém a rieSenie
sa im zdalo velmi lahké. 12 Ziakov malo problém s pochopenim zadania a 6 Ziakov sa vyjadrilo
o Ulohe, Ze bola velmi naro¢na. Na Obr. 11 mo6zZeme vidiet Ziaka Gymnazia sv. Cyrila a Metoda
v Nitre ako rie$i pracovny list. Dalej je uvedend ukazka rieSenia pracovného listu Ziacky
Gymnazia Janka Jesenského v Banovciach nad Bebravou (Obr. 12).

Obr. 11 Pracovnd plocha Ziiaka
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Obr. 12 Sprdvne riesenie Ziaka (prva uloha

Iny typ ulohy z pracovného listu mal nasledujice znenie. ,V tejto ulohe je poulity uryvok z
piesne ,,K Mdrii voldme*, v ktorej sme vyznacili dve osi suimernosti 0,, 0,. Tvojou ulohou bude
na nasledujucom obrdzku oznacit noty, ktoré su osovo sumerné podla danych osi. Ndjdi obraz
a aj vzor osovo sumernych nét. Vyznacit ich do obrdzka méZes farebne, mézes tiez dokreslit
alebo narysovat pomocné Ciary, atd. Pripadne, ak vidisS v obrdzku (v notdch) aj iné zhodné
zobrazenie, méZes vyznacit aj to, tieZ ho pomenuj.” (Kostalova, 2018)

Ziaci mali teda k dispozicii obrazok Gplného notového zapisu (Obr. 13). Po spétnej kontrole ich
rieSeni sme dospeli k zdverom hodnotenia, ktoré zobrazuju aj grafy na Obr. 14.
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Obr. 13 Zadanie druhej ulohy

Na zaklade vyrieSenych uloh sme usudili, Ze dana uloha sa zdala byt pre niektorych Ziakov
trochu métuca. Ziaci nepokladali za jednoduché spomedzi nét vybrat prave tie, ktoré by boli
osovo sumerné. VyZzadovalo to presné rysovanie a meranie a to sa podla nasich zisteni
mnohym Ziakom nechcelo alebo nepodarilo. Napokon vsak viac ako polovica Ziakov Uspesne
zvladla tuto dlohu a len 6 Ziakov ju vobec nevyriesilo spravne. Nazory Ziakov na naroc¢nost
ulohy boli rézne (Obr. 14).

Niroénost” 2. dlohy Uspefnost’ 2. ilohy
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Obr. 14 Hodnotenie Ziackej uspesnosti druhej ulohy
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Na Obr. 15 uvadzame jedno zo spravnych a peknych Ziackych rieseni.
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Obr. 15 Sprdvne riesenie Ziaka (druhd uloha)

Treti typ zadania Ulohy o osovej sumernosti sa tykal jednej suciastky slacikovych hudobnych
nastrojov podopierajuca struny nazyvanej husfova kobylka. Uvddzame znenie zadania ulohy
v pracovnom liste. ,Na nasledujiucom obrdzku vidis polovicu novej huslovej kobylky bez zdrezov
na struny. Tvojou ulohou bude c¢o najpresnejsie dorysovat druhu polovicu tejto huslovej
kobylky, pokial vies, Ze je osovo sumernd podla osi 0. MbZes pouZit farebné pomocné Ciary
a vyznac aj vysledny tvar huslovej kobylky. MoZno Ti pomé6Zu aj pomocné ZIté plné, aj cervené
bodkované usecky.” (Kostalova, 2018)

K danému textu prisldchal nasledujlci obrazok (Obr. 16).

|
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Obr. 16 Zadanie tretej tulohy

Z analyzy tretej Ulohy vyplyvali nasledovné grafy (Obr. 17). Celkovo sa uloha Ziakom p&cila
a nebola pre nich narocna. Svedcia o tom aj vysledky ich prace, pricom 23 Ziakov vyriesilo tuto
ulohu uplne vynikajuco. Z priamych priamo vyslovenych reakcii niektorych Ziakov sme sa
dozvedeli, Ze sa im rysovat nechcelo. AvSak pri nasom hodnoteni Uloh z pracovného listu nas

prekvapila Uspesnost tejto ulohy.
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Obr. 17 Hodnotenie Ziackej uspesnosti tretej tlohy

V ulohe nds Specialne potesili i bezprostredné odkazy Ziakov prislichajice danej ulohe. Ista
Ziacka napisala: , Tretia uloha bola taZsia v tom, Ze som nevedela, ¢o je huslovd kobylka
a navyse je tazké prendsat obrdzok s nepravidelnymi stranami.” Paradoxom je, Ze tato Ziacka
ziskala za tuto ulohu plny pocet bodov. Daldia Ziacka ndm napisala pri GUlohu odkaz: ,,Som
vytvarnicka a umelcom nejde matika.” VSimli sme si vSak, Ze napriek dosahovaniu slabych
vysledkov na hodindch matematiky sa vo velkej miere prejavila tvorivost a talent tejto Ziacky.
Aj tato ZiaCka teda ziskala plny pocet bodov za rieSenie ulohy. Ina Ziacka zas okrem doplnenia
zakladného obrazu huslovej kobylky vytvorila aj obraz tiefia, ktory vznikol pri fotografovani.
Nasledujuce Ziacke rieSenia (Obr. 18) svedcia o tom, Ze Ziaci Ulohu vypracuvali svedomito a

doplnili svoje konkrétne rieSenie rysovanim, tiefiovanim, vyplnenim pozadia ¢i pouZitim farieb.

Obr. 18 Spravne riesenia Ziakov (tretia uloha)

Zaver

Na zaver si skisme opat poloZit niekolko otazok. Co ndm prinieslo takto imanentné uvazovanie
o synkretizme hudby a matematiky? Malo to vobec nejaky zmysel? Predpokladame, Ze
vyucovanie matematiky vyuZivajuce atypické uUtvary bude schopné vniest do obvyklych
vyucovacich hodin matematiky vyssi zmysel?

Zodpovedat mozeme i reakciami mnohych Ziakov, ktori tak nam po vyrieseni spominaného
pracovného listu zanechali odkazy. Boli vyzvani k tomu, aby na poslednu stranu napisali
bezprostredné zhrnutie pocitov a tak dostali prileZitost vyjadrit sa a napisat svoju skusenost
z vypracovavania pracovného listu. Mnohi sa odvaZili opisat nam svoju situaciu a pocit priamo
pocas vypliiovania pracovného listu podobne, ako sme uviedli pri tretej Ulohe. Uvedieme teda
aj reakcie Ziakov, ktori sa nebali napisat svoj celkovy nazor na pracovny list.

Ziatka, ktord ziskala celkovo plny pocéet bodov napisala: ,Super ndpad spojit hudobnt
s matematikou. V prvej ulohe by som vSak nechala zobrazené tramce nét, potom to ¢loveka

popletie. Dakujem ©* Ziak s vyslednym hodnotenim 100 % sa vyjadruje takto: ,,Zadania tloh
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boli ndpadité a netradicné. Vicsina uloh bola zviddnutelnd, ale s niektorymi som sa riadne
potrdpil. Bolo to viak celkom prijemné spestrenie dfia aj tyZdria. & Ziak, ktory vyzadoval aj
ustne vysvetlenie Uloh, no nakoniec mal vSetko spravne, si o sebe myslel: ,, Potrebujem doucit.
Sikovny Ziak, ktory dosiahol 100 % Uspe$nost napisal: ,Bolo to super. Nie¢o nové, farebné
a pekné.” Ziatka, ktord vyriesila vietky Ulohy v pracovnom liste spravne, pise svoju kritiku
nasledovne: , Trochu zle sa mi meralo — noty su prilis vyrazné a malinké, niektoré zadania mi
chvilu trvalo pochopit. MozZno by som zvolila int formuldciu. Inak som tu strdvila zopdr peknych
chvil. © Viaceri %iaci sa stazovali: ,Nepochopitelné zadania tloh.“ Dvaja chlapci, hoci obaja
stratili tri body napisali: ,Super.“, ,,Naj.“. Ziacky, ktoré stratili 4-5 bodov z celkového poctu sa
véak ospravedIfiovali: ,Prepdcte, ale ja som hlipa, keby to viem, rada to dobre vyplnim. .,
»Matika nie je prdve mojou silnou strdnkou, nemdm ju rada, ospravediniujem sa za zlé
vypracovanie uloh.”, ,Je to pre mria ndrocné, lebo ja som hlupa, ale snaZila som sa.” Jeden
chlapec, ktory ziskal len 8 bodov napisal: ,Matika ma bavi, ale geometrickd cast mi pride
nudnd a nezdZivnd.” Druhy Ziak, ktory mal taktiez len patdesiatpercentnd uUspednost sa
vyjadril: ,Velmi zloZité, ni¢ som nevedel, lebo matiku vieobecne neviem.” Ziacky, ktorych
uspesnost bola mensia ako 35% pisali: ,Nechdpem zadaniam &, nemdm velmi logické
myslenie ©., ,Ja ako nehudobnicka nerozumiem danym ulohdm s notami.”, ,Prepdcte, asi
som vdam pokazila cely priemer, ale ja som v tomto neschopnd.”

Z uvedeného mozno vidiet, Ze reakcie Ziakov boli skuto¢ne velmi ré6znorodé. Je vsak zrejmé,
Ze Ziaci s takouto formou rieSenia osovej sumernosti na hodine matematiky stretli celkom prvy
krat. Napriek tomu vSak dosahovali prekvapivé vysledky — v kladnom i v zapornom zmysle. Tiez
nas prekvapilo, Ze, mnohi Uspesni riesitelia boli hudobnici. ,Dopad” ich hudobného vzdelania
na spravne riesenia bol v mnohych pripadoch skutoéne silny. | z tohto dovodu, mnohi len
celkom intuitivne v 1. Ulohe vyriesili problém osovej sumernosti. Vdaka znalosti hudobnych
vztahov ziskali aj v pracovnom liste pri vypractvani Gloh vyborné vysledky. Preto si myslime,
Ze medzipredmetové vztahy mozno upevrovat aj takymi zaujimavymi tlohami, ndmetmi, co
urcite Ziakov zaujme a ponukne iny pohlad na vyucovanie matematiky.
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