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Abstract

The strategy of penultimate step (way back) is the important method that turns solution of a mathematical
problem on target. The detection and the awakening of the immediate cause or the condition of a contrived
state are essential at choice of mathematical aids of solving a problem. Then we concentrate on the probation
of the state which precedes the verified state directly and it is its precondition. The possibilities usage of this
strategy are analysed in various mathematical branches in the submitted contribution. The effectiveness of the
method in question is illustrated via solutions of several miscellaneous mathematical problems.

Keywords: mathematical strategy, penultimate step, mathematical problem

Classification: 00A35; 97C50; 97D50

Introduction

The terminologies of mathematical branches are verified already by their histories and they
are therefore conventional. The terminology of “theory” of solving problem tasks in
mathematics is not accomplished comprehensively. It is mostly popularized by the term
heuristics (Polya [3] 1948; Polya [4] 1954 ). On the other hand an experienced solver of
mathematical problems works in several various levels that are artificial by usage of
mathematical methods with different comprehension of application. Those most general are
known as mathematical strategies usually (Zeitz [5] 1999; Kopka [1] 2004; Vrabel [4] 2005).
The method penultimate step (way back) is one of these strategies. This strategy is based on
the identification of the immediate preceding situation that induces the required (contrived)
state. Then we do not concentrate on proving of the required state, but on proving the
precondition which directly induces this state.

The strategy of penultimate step

In fact, while using the strategy of penultimate step we ask what condition implicates the
contrived assertion (situation). In other words, we need to approach the problem a converse
perspective. We can, thus, talk about “working backwards” too. If we have isolated the
penultimate step, then we have reduced a problem into the simple deductive statement

The truth of the penultimate step = The conclusion.

*Corresponding author; email: pvrabel@ukf.sk
DOI: 10.17846/AMN.2016.2.1.1-6
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Of course, establishing the penultimate step may involve various forms of argument. One of
them can also have the logical scope p; = p, = - = p,,. The well-known games Nim based
on removing playing stones are typical examples on such situation.

Problem 1. Have n (n € N) playing stones on a pile. Two players take from the pile one, two
or three stones alternately. The winner is the player who takes the last stone (stones).
Investigate that the stating player has a winning strategy (the winning strategy is such
manner of game of a player which secures him/her victory regardless the opponent’s
manner of game).

Solution. Every natural number n can be expressed in form n = 4q + r, where r € {0,1,2,3}.
Working backwards we can easily understand that a player wins in case he moves, provided
that 1, 2 or 3 stones are left in the pile. The player cannot move, if four stones are left on the
pile. Similarly, he cannot move if 8 stones, 12 stones, ..., 4q stones are on the pile because
its opponent sets him to these critical (losing) positions. Thus, the starting player wins if
r € {1,2,3}. The starting player takes 3 stones at the beginning of the game. The opponent is
in the losing position because 4q stones are in the pile. Subsequently, the starting player has
the possibility to keep of playing in such a way that the opponent has to move from the
situation when there are 4q , 4(q — 1), ..., 8 or 4 stones are in the pile. On other hand, the
starting player loses (the opponent has the winning strategy), if there are 4q stones in the
pile at the beginning of the game.

The following elementary situations are typical examples of applying the penultimate step:

- a proof of equality of two number expressions A, B ( separately, we prove inequalities
A < B, B £ A instead of directly proving equality A = B);

- a proof of equality of two sets X, Y (here, the penultimate step is based on proving
inclusions X € Y,Y € X);

- a proof of an assertion in form of equivalence of two statements p, g (here, the
penultimate step is based on proving implications p = q,q = p).

The identification of penultimate step is not always as simple and straightforward as in
problem 1. Usually it is necessary to use also other mathematical methods in order to
establish the penultimate step. For example consider the following task:

Prove that the product of four consecutive natural numbers cannot be the square of an
integer.

We cannot think of any easy criteria for determining when a number cannot be a square of
an integer. By experimentation, for f(n), f(n) =n(n+ 1)(n+ 2)(n + 3), we have the
following values:

f(1)=24=52-1,f12)=120=112-1,f(3) =360 =192 -1,
f(4) =840 =292 -1, f(5) = 1680 = 412 — 1, f(20) = 212520 = 4312 — 1
f(113) = 171 845 880 = 131092 — 1.

The hypothesis “f(n) is one less than a perfect square for any n” is legitimate. Evidently,
that k2 — 1 (k € N) is not a square of an integer. We discover the penultimate step, and the
new task is to prove that

“f(n) is the form k% — 1 for any n”,
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which is quite easy:
fM)+1=mn?*+3n)(n?*+3n+2)+1=
(M +3n+1)-1)((n*+3n+1)+1)+1=n*+3n+ 12

Applications of the penultimate step strategy in problem solving

Problem 2. Investigate whether there are such natural numbers m, n for which it holds
(1) 5M —m?2+3(m+1)=2"+1

is valid.

Solution. Consider most likely that equation (1) does not have any solution in the set of
natural numbers. Two number expressions X,Y with integral values do not equal besides
when one of them is always an even number and the second one is always an odd number.
Therefore, using the strategy of penultimate step we aim to prove that the number
expressions 5™ — m? + 3(m + 1), 2™ + 1 have a different parity. Number 2™ + 1 is odd for
any n € N. On the other hand, 5™ — m? + 3(m + 1) is an even number forany m € N. Itis
sufficient to consider cases for even and odd m particularly. If mis odd then the terms
5™ mZare odd and 3(m + 1) is even. If m is even then the terms 5™, 3(m + 1) are odd and
m? is even.

Problem 3. Find the greatest common divisor of numbers a, b, if
q = 22004 _ 1 p = 22001 _ 1

Solution. Numbers A,B or numbers A,A — B have the same greatest common divisor.
Therefore, the penultimate step is based on finding the greatest common divisor d of
numbers a, 7.2%°°1 which is easier. The number a is odd, therefore d is also odd. Number
7.22001 has only odd natural divisors, namely numbers 1, 7. Number 7 divides also number
a, because

a=(2°—-1)(22°" + 298 + ... 423 +1).
This implies that 7 is the greatest common divisor of numbers a, b.
Remark. Number 7 divides also number b because

b= (2% —1)(2"998 +219% + ... + 23 +1).

However, it is further necessary to prove that numbers 22001 4 21998 4 ... 4 23 41,
21998 4 21995 4 ... + 23 4+ 1 are relatively prime.

Problem 4. Let M be an arbitrary subset of set {1,2, ...,2n} with n + 1 elements. Prove that
M contains two numbers which are relatively prime.

Solution. Numbers k,k + 1 are relatively prime for any natural number k. If a natural
number d divides both numbers k, k + 1, then it divides also their difference k +1 -k =1,
hence d = 1. In this case the penultimate step lies in proving that an arbitrary subset of set
{1,2, ..., 2n} with n + 1 elements contains at least one couple of natural numbers k, k + 1,
where k + 1 < 2n. Indeed, this follows easily from the Dirichlet’s Box Principle (=pigeonhole
principle) because

{1,2,..,2n} = {1,2} U {3,4} U - U {2n — 1,2n}.
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The sets which are to the right of the last equality are mutually disjoint and their number is
n. Set M has n + 1 elements, therefore two its elements necessarily belong to one of the
sets {1,2},{3,4}, ..., {2n — 1,2n}.

Problem 5. Let x4, x5, ..., x,, be an arbitrary permutation of numbers 1, 2,...,n. Prove that
(x1 + 1)(x2 + 2) "eeet (xn + Tl)
is an even number for every odd natural number n.

Solution. The product of several natural numbers is even if and only if at least one of the
factors is an even number. We shall therefore prove that at least one of numbers x; + 1,
X, +2,...,x, +niseven. Compute the sum of these numbers:

e+ D+ +2)++(x,+n) =
(X +x,++x)+@A+2+...4n) =21 + 2+...+n).

This sum is, thus, an even number. If the sum odd quantity of natural numbers is even, then
at least one of these numbers must be even.

Problem 6. Consider a square 10 cm X 10 cm. There are 101 points in this square, and
there are no three points among them lying in a line. Show that there is a triplet of points
among them which form a triangle with area no more than 1 cm?.

Solution. The area of an arbitrary triangle inscribed in a rectangle with side a, b does not
exceed az—b. This is evident from the following figure.

It is possible to divide such a triangle into two triangles with a common side of length d
which is parallel to one side of the rectangle (b). Apparently, d < b. The sum of altitudes
v, U, of both triangles is not greater than the length of the second side of the rectangles (a).

. . d d .
The sum of the areas of the two triangles is equal to number % + % We obtain
dvq dvq _ l 1
. . —Zd(v1+v2)S2ab.

The penultimate step here is based on the possibility of dividing a given square to 50
rectangles with area 2 cm?. At least three points from the given 101 points get onto at least
one rectangle from these 50 rectangles. It is the consequence of the Dirichlet’s Box Principle.
It is sufficient to divide one side of the square into 10 segments measuring 1 cm in length
and the remaining side into 5 segments with length 2 cm. This way we obtain the net

dividing the given square with 50 rectangles.
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Problem 7. Prove that for every natural number n it holds that
|[Vn+Vn+ 1| = |Van + 2|,

where | x| denotes the floor of a real number x.

Solution. If there is an integer m with the property a, b € (m, m + 1) for some real numbers
a, b, then |a] = |b]. Hence, the use of the penultimate step here is based on proving that

|V4n + 2| € (k, k + 1) for each natural number n, where k = |[vn +Vn + 1].
It is evident that inequalities

Vn+Vvn+l<Van+2<Vvn+Vvn+1+1

are true for any n € N. These inequalities are consequence of relations

2
(Vn+Vvn+1) =2n+1+4+2VnVn+1<4n+2<
2
2n+2+2Vnn+1+4+2vn+2vn+1=(Vn+vn+1 + 1)

If n is an arbitrary natural number, then 4n + 2 cannot be a square of an integer. The
remainder after the division of natural number m? by number 4 is 0 or 1 for any m € N, but
for number 4n + 2 equals 2. The equality |x] = |x + 1] is true for every x € R. Thus, we
obtain

k2= |Vn+vnFi) <an+2<|(WVa+vnFi)+1] = (k+ 12
k<vVin+2<k+1,
k=|Vn+vn+1|=|Van +2|.

Conclusion

It is convenient to observe certain steps verified by practice when we solve problem tasks in

mathematics. The consistent understanding and the accurate orientation are primary. The

determination of a reasonable beginning strategy appertains to the initial steps when solving

mathematical problems. We use mainly the following methods:

- solving a more general problem, or on the contrary, a more specific one;

- experimentation, testing particular cases, solving a easier problem with some
changed or missing conditions;

- using the method and the result of a similar problem, reformulation and transformation of
a problem;

- decomposition of the task solution to various separate cases;

- consideration of a possible estimation of a solution, using a graphical method and
implementation of a suitable quotation;

- identification of an immediate occasion that induces a required (contrived) state, i.e. the
penultimate step strategy.

The latter plays the most important role in the reasonable alignment of solving most of

mathematical problems.
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Abstract

Limit of a sequence is one of the fundamental notions in university mathematics. Computing limits of various
types is included in standard tasks. This paper is devoted to selected non-standard and/or problem limits.
The sequences in question are defined by recursion, thus traditional algorithms are of no use here and must be
superseded by other methods.
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Introduction

Limit of a sequence is one of the cornerstones of calculus. Based on this notion calculus
defines the sum of infinite series, limit of a function (Heine definition), then derivative of
a function (special type of a limit of a function) and finally also definite (Riemann) integral.

Consequently, the main mathematical skills of university students who attend calculus
courses must include also computation of various types of limits of a sequence. The pillars
are the limits which may be referred to as paradigm limits, such as

. .1 . .
lim n* =0, I|m—k:oo (both for k >0), Ilm%zl (where a>0), Ilm%zl,

n—o n—o N n—oo nN— 00

n 1 n 0, q>1

lim a—k=oo (fora>1, k>0), lim [1+—] =e, and limq"=41; gq=1
n—o N n— n Nn—> o0

0; |a|<1

As far as the computation is concerned, the simplest types of limits include the limit of
a quotient of two polynomials. The method appropriate for its computation — dividing both
the numerator and the denominator by the expression which “approaches infinity
the fastest” — can also be generalized for computation of other limits of oo/ type. When
dealing with limits of co—oo type, which are often encountered in form of a difference of
two roots, it is usually advantageous to extend the expression by means of multiplication by

an appropriate fraction. Last but not least, there is a plentiful group of limits of 1 type, and
those can be solved by changing them into the form of number €, i. e. Euler’s number.

! Corresponding author; email: mvarga@ukf.sk
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All of the above mentioned methods should be mastered by an ordinary student, as they
belong to standard tasks requiring only appropriate computational algorithms. So far we
have not mentioned one important property of the previous examples — the sequences are
defined in analytic way.

A more challenging task is to find the limit of a sequence defined by recursion. Several
examples are presented and discussed further in this paper.

Existence and computation of limits

For the purposes of computing the limits of sequences defined by recursion there is no
general template-like algorithm. Yet, the main idea might be summarized in two steps — find
out whether the limit of the given sequence exists, and then, if it exists, compute the limit.
Firstly, let us note two important theorems which we refer to in the below presented
examples.

Weierstrass theorem (Wt1). Let sequence {an }::1 be non-decreasing. If the sequence:

1) is not bounded above, then lima, =o0;
n—oo

2) else is bounded above, then lim a, =sup{a,; neN}.
n—oo

Weierstrass theorem (Wt2). Let sequence {an }::1 be non-increasing. If the sequence:

1) is not bounded below, then lima, =—oo;
n—oo

2) else is bounded below, then lim a, =inf {a,; neN}.
n—oo

Cauchy — Bolzano convergence criterion (CBcc). Sequence {an }::l

if for all € >0 there exists ny € N such that forall n,m>n,, n,meN, it holds that

is convergent if and only

|a, —ay|<e.
Example 1.

Find out whether the limit of sequence {X,}" exists, where X =K, Xoug = K+ X, 5
where k >0 is a given constant.
Solution. Our hypothesis implies that the given sequence is increasing — hereby we prove it

by induction.

Letn=1. Obviouslyk<k+\/E; then aIsz1:\/E<\fk+«/E:X2. Assume now

thatx,_; <X,. Thenk+X,_; <k+X,, and it also holds that X, =\/k +Xq_q < \/k + Xy = Xn41-
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Furthermore, we claim that the sequence in question is bounded above. The relation

K Xy , —
xn:,/k+xn_l suggests that x> =k+x, ;, alsoX, :X—+ )n(l. The first part implies
n n

Xn_
"1 1. Thus, we

k k , ,
that X, < x,, therefore— <—. Next, it also holds thatX,_; <X, i. e.

Xn Xl Xn

Xn_
obtain the upper bound: X, :£+ n-1 <£+1:L+1:\ﬁ+l.
Xn Xn Xl \/E

Now, let us add another inductive proof. For n=1 it obviously holds that x :\/E< \/F+1.

Next, assume that X, < \/F+1; then

xn+1=ﬂ/k+xn <\/k+(\/E+1)<\/k+2\/E+1= (\/E+1)2 =\/E+1.

Since sequence {Xn}oo is increasing and bounded above, according to theorem (Wt1) it is

n=1
convergent. Mark o= lim x,. Having applied the limit transition we obtained
n—o
lim x, = lim . /k+X,_; , i.e. a=vk+o. Thus, we have quadratic equation a?—a—k=0,
n—oo n—o

and the conditions of the task (the terms of the sequence are non-negative) are met only by
1
solution a=§(1+a/1+4k).

Example 2.

o0
F . . .
Show that sequence {”—“} , Where F, are Fibonacci numbers, is convergent.

N Jn=1

Solution. The terms of Fibonacci sequence are defined by recursion as follows
Fl=1’ F2:1, Fn:Fn_2+Fn_1.
Let €>0. According to Archimedean property of natural numbers there exists pe N such

1
that —<e¢. However, let us assume p >4 in order to ensure that F, >n for n>p.

p

I:n +1 I:m +1

If m=n, then =0<eg, andthe proofis done. Thus, let be m #n, maintaining

n m

the generality, it may be assumed that m > n.

Compute:
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I:n+1 _ I:m+1 — (le _ Fn+2]+(|:n+2 _ Fn+3J+m+( Fm _ I:m+lJ —
I:n I:m I:n I:n+l I:n+1 l:n+2 I:m—l I:m

2

_ (Fnﬁ—l)2 - I:n+2 I:n + (Fn+2) - Fn+3 I:n+1 R (Fm )2 - I:m+1|:m—1 (_1)n+2 + (_1)ﬂ+3 R (_1)m+l

I:n I:n+1 Fn+1 I:n+2 ) I:m—l Fm Fn Fn+1 I:n+1 Fn+2 I:m—l Fm
* 1 1 —n— 1 1 1 1
= - +ot (- )mnl < <—<<g
I:n n+1 I:n+1 I:n+2 I:m—l I:m I:n I:n+1 I:p p

The sequence in question thus meets criterion (CBcc) and is therefore convergent.

_F  Fuy .o F+Fy F
Mark lim L=  Then we obtain lim -2 = |im -~—"2L — |im (1+;—‘1J, implying

n—ow Fn n—ow Fn n—w Fn n—oo ,
1 . . . 2 .
@=1+—. The solution of quadratic equation ¢ —@p-1=0 includes numbers
4
145

In view of the conditions of the task, the limit we were expected to

1+x/§

determine is the constant of the golden section, i.e. ¢ = >

Example 3.

, . . 1 a
Find out whether the sequence defined by recursion a,; = E(an +—j, a, >0, converges.
an

(a=0).

Solution. Obviously, for all neN it holds that a, >0, i. e. the sequence is bounded below.
We need to analyze the monotony of the sequence. Comparing two subsequent terms we
obtain hypothesis that the given sequence is non-increasing. In order to prove the

hypothesis, assume that a,.; 2 a,,,. Then

n+1

1 a
an 2 Qo < any 2 E At =
n+1

2

= 2(an+1)2 >a+(a,,) < (an+1)2 >aca,,, >4a.

We have obtained an equivalent statement, which, however, must be also verified:

*
We made use of the Cassini’s identity, i. e. F,_1F1— Fn2 = (—1)n .
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an+12ﬁc>%(an +aiJ2«/§<:>a+(an)2 22&,]«/5@(%—&”)2 >0.

n

We can see that the given sequence is in fact non-increasing and bounded below, therefore

according to theorem (Wt2) its limit exists. Mark lim a, =&. Having applied limit transition
n—oo

in identity a,,; = %[an +i] we have &z%(§+%j, thus &= Ja. The terms of the given
an

sequence, thus, converge to the square root of number a, and this “approaching” is
relatively fast. This can be demonstrated for value a=100 and first estimate of a =20.

Then, we obtain a, =12,5; a;=10,25; a,=10,00305... At real approximation the first
estimate can be, naturally, “more reasonable”.

Example 4.

Kepler’s equation X=(sinx+a is used for determination of the position of planets in their
orbits; while 0<g<1, aeR are known constants, X is expected to be determined. Show
that this equation has a single solution.

Solution. Let X, € R. Construct a number sequence {Xn}:;l, where

X, =0qsinX,+a, X, =qsinx +a, .., X, =4qsinx,+a, etc.

%+ Xo
2

CcOos

Then X, —X% =q(sin %, —sin X, ) = 2gsin Xl;xo

’

which implies | % =X |<alx =%

e[ X =% <0 ) =% | (%)

Now, let m>n, then X, —X, =Xy, = X1 + Xm1 — Xm_p + X =+ X1 — X, -

Similarly | X3 —%, [ 0] %, =X |, or | X3 =%, [ 0°| % — X

Applying (*) we obtain

| X = %0 | <] Xy = Xna| +| X = Xz [+ Xip = Xq | <
m-n
s(qm*1+qm*2+...+q“)| X, — %o |=q”1_1q—q|x1—xO .

m-n
Let N —> oo, then for the individual factors it holds that qn —0, 0< llq—

<1,

X1 —Xo |
is a fixed number. It means that | Xm — X, | — 0, orin other words criterion (CBcc) is met, i.
e. limit lim x, =& exists.

n—oo
Applying limit transition in relation Xx=qsinx+a we obtain {=qQsin+a, so number § is
the solution to Kepler’s equation. Now, we need to prove that this solution is independent of
the choice of value X,, which means that the position of the planet is univocal. Actually, if

there were also 9 # & for which it would hold
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8=qﬁn8+aﬂhm1&—SZq@MQ—QnSy:=2qﬂn§%§am§%§.

The latter suggests that |E-9|<2q|sin ?

<qlg-9].
With respect to the value of number q the inequality holds only if |E-8|=0, i.e. £=9.

Conclusion

There are many techniques for computation of limits of sequences, depending on the type of
the limit. However, in such cases the sequences are defined analytically. In the paper we
present selected problem tasks — obstacles, non-standard nature of the circumstances and
impossibility to use algorithmic methods to solve the tasks are caused by the fact that the
sequences in question are defined by recursion. Firstly, as an example we chose a general
mathematical task, secondly, a task whose solution is a well-known constante . Then we
continued with a sequence whose terms approximate the square root of a positive number,
and finally, we demonstrated an application of this issue in celestial mechanics.
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Abstract

In this article we deal with some methodological teaching problems that are occurring in teaching to geometric
construction tasks. The analysis of problems are related to support of teaching with usage of dynamical
geometry software in generally.
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Uvod

Digitdlne technoldgie ponukaju Siroké moznosti iného, moderného ucenia sa, odovzdavania
vedomosti a zru¢nosti SU hybnou silou, ktorda postupne pretvara tradicnd Skolu a jej
vychovno-vzdelavaci proces na S$koldch. Do vyulovacieho procesu vstupuju rozne
technolégie a softvérové produkty, avsak najvyznamnejsi vplyv na jeho kvalitativnu zmenu
maju pedagogické softvéry. Mozno ich charakterizovat citatom: ,Na kvalitny pedagogicky
softvér sa méZeme pozerat ako na ,mudry papier” (na ploche obrazovky). Neriesi za nds
problémy, pomdha ndm vsak experimentovat, manipulovat s objektmi, objavovat vztahy
a zdkonitosti, skumat a konStruovat. Konstruovat nieco, a tak konstruovat nase poznanie.”
Kalas (2013)

Ak sa zameriame len na vyucbu geometrie, ponukaju sa nam, uéitelom, viaceré pedagogické
softvéry, ktoré sa suhrnne oznacuju ako dynamické geometrickych programy (DGS). Tieto
programy maju spolo¢né znaky: su interaktivne, maju dynamické konstrukcie, umozniuju
menit atributy konstruovanych Gtvarov a objektov, atd. Zilkova (2009).

Poznamenavame, ze DGS su silny motivaény prostriedok, ¢o je ich vyhodou. Dovoluju
rozvijat vyucbu v duchu zdsad didaktického konstruktivizmu, t.j. vyucovat matematiku a
geometriu konstruktivistickym pristupom, kde sa zdoraziiuje aktivita Ziaka, vytvaranie
tvorivého prostredia, dobra pracovnd atmosféra v triede, hladanie suvislosti, rozvoj réznych
reprezentacii a odburanie formalizmu vo vedomostiach Ziakov. Hejny & Kufina (2001)

Vtomto prispevku poukdZzeme na niektoré metodické poznamky, ktoré su spojené
s pouzitim DGS pri vyucbe geometrickych konstrukénych uloh.
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Vyznam konstrukénych tloh v geometrii

Konstrukéné ulohy v geometrii patria medzi neStandardné ulohy réznej obtiaZnosti, ktoré su
jedinec¢né a od Ziaka vyZaduju aktivitu, aby ich vyriesil. Hejny (1990) uvadza opodstatnenost
zaradenia konstrukénych uloh do vyucby s nasledovnymi dévodmi:

a) su motivaéné, podnecuju zvedavost riesitela a vedu k samostatnému objavovaniu
zakonitosti,

b) ukazuju Ziakovi jasny ciel, ¢o ma zostrojit,
c) su prirodzenym prepojenim manualnych zruénosti a skusenosti riesSitela s jeho
geometrickou poznatkovou Strukturou,

d) su aplikovatelné v praxi, prepajaju tedriu a prax,
e) su vhodné ako testovaci prostriedok kvality neformalnych poznatkov Ziaka

Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, Ze riesit konstrukénd ulohu prakticky znamena zostrojit
geometricky utvar. Vyucba na zakladnej skole je typicka tym, Ze konstrukcia geometrického
Utvaru je velmi délezitd a priamo sa od Ziaka aj vyZaduje. Déraz sa kladie na presnost
a esteticku stranku konstrukcie, pretoZze na danom stupni rozvoja poznatkovej Struktury ide
o budovanie konkrétnych predstdv o geometrickych objektoch a cielené vytvaranie
geometrickej poznatkovej Struktury.

V skutocénosti ,riesit konstrukénu ulohu“ znamena omnoho viac, ked na zaklade platnych
geometrickych viet Ziak odvodi vztahy medzi danymi ahladanymi prvkami,
a ndasledne konstrukcéne doplini dané prvky dalSimi tak, aby bol Utvar zostrojitelny.

Z didaktickych dévodov sa v rieSeni konstrukénych dloh vymedzuju tzv. fazy (etapy, kroky)
rieSenia - rozbor, konstrukcia (postup), skuska, diskusia (zdver). Kazda faza je svojim
obsahom a Gc¢elom doéle?itd a nie je didakticky vhodné ju opomenut, resp. podcenit. Sedivy &
Vallo, (2013). Akym sp6sobom sa prelinaju, resp. je mozné uplatnit, jednotlivé fazy rieSenia
konstrukénej tlohy pri pouZiti DGS, uvedieme v dalSom texte.

Rozbor konstrukénej ulohy v DGS

Vzhladom k tomu, Ze v rozbore ide o hladanie kauzalit medzi danymi a hfadanymi prvkami
geometrického Utvaru a pedagogicky softvér konstrukénud ulohu nevyrieSi automaticky, je
samotné pouzitie DGS v tejto faze konstrukcénej tlohy viac-menej rozporuplné.

V prvom rade, stucastou rozboru méze byt aj naért (na Urovni ZS je to doleZitd sucast
rozboru). Je otazne, ¢i od Ziakov s nizSou uUrovriou geometrickej predstavivosti vyzadovat
nacrtavanie ,volnou rukou” alebo trvat na pouZiti rysovacich pomocok. V prostredi DGS je
volny ndacrt problematicky a Utvar mozno modelovat pomocou Useciek, kruZnicovych
obldkov, ... . Tie sa na pracovnej ploche vsak moézu kreslit nezavisle od spolo¢nych bodov
prieniku. Samozrejme, obdobne ako pri na klasickej vyucbe, deduktivnymi Gvahami sa na
ploche obrazovky vygeneruje zadanim pozadovany geometricky Utvar, ktory ,vyzerad ako
narysovany v zoSite”. To modze ziaka priviest k mylnému zaveru o uskutoéneni konstrukcie.
Sucasne je na zvaZzenie aj casovo-technicka realizacia tejto formy rozboru. Nazorna ukdzka je
na obr. 1a,b, kde je naznaceny rozbor nasledujlcej ulohy.

Uloha 1. Zostrojte trojuholnik ABC, ak pozndte stranu c, vysku v na stranu ¢ a uhol a.
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Obr. 1a Obr. 2b

Naviac, takymto pristupom sa moéZe porusit dynamickost konstrukcie — hlavna vyhoda DGS.
Na obr. 1 su jednotlivé geometrické utvary len ,poukladané” na plochu.

Na druhej strane, vyuzZitie DGS mbzZe byt je ucelné v pripadoch, kedy analdgia rieSenia
nevedie ksprdvnemu vysledku. Ako ukazka poslizia konstrukéné ulohy, ktoré sa rieSia
metddou podobnosti. Vich rieSeniach sa Casto vyuZiva pomocny utvar, ktory aspon z Casti
vyhovuje poziadavkdm ulohy. Jeho zostrojenie je jednoduché a vhodnou transformaciou sa
zobrazi na hladané riesenie. llustracnym prikladom je napr. tloha:

Uloha 2. Do trojuholnika ABC vpiste stvorec KLMN tak, aby jeho strana KL leZala na strane
AB.

RieSenie pomocou rovnolahlosti je naznacené na obr. 2a, kde je vyznaceny pomocny Stvorec
K'L'M’N’
PouZitie analdgie pri hladani rieSenia obdobnej tlohy so zadanim:

Uloha 3. Do polkruhu k s priemerom AB vpiste stvorec KLMN tak, aby jeho strana KL leZala
na priemere AB,

nie je korektné, pretoze rovnolahlost je linedarne zobrazenie (obr. 2b). Zpohladu
didaktického konstruktivizmu je chyba délezity milnik v uceni sa. Poucenie vo forme priame;j
konstrukcie a zdovodnenie , resp. najdenie chyby v Usudku je preto doélezity ndstroj spatnej
vazby.

- o

Obr. 2a Obr. 2b

V tomto ponati je vSak na uvahu, do akej miery ide o rozbor ulohy, samotnu konstrukciu, Ci
dokonca skusku alebo preverenie spravnosti konstrukcie.
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Konstrukcia a postup konstrukcnej tlohy v DGS

Z pohladu geometrie ako vednej discipliny sa na konStrukciu divame ako na logicky sled
krokov, ktoré od danych prvkov vedu k hfadanym prvkom zostrojovaného geometrického
utvaru. V tomto ponimani konstrukcie samotna realizacia - zostrojenie obrazka rysovacimi
pomockami nie je nutna.

Avsak v didaktike matematiky, kde sa prihliada aj na dodleZitost prepojenia manudlnych
zruénosti a poznatkovej Struktury, je zostrojenie obrazka velmi délezité. Vyznam zostrojenia
obrazka je zdorazneny aj tym, Ze sa vo vyucbe rozlisuju pojmy , konstrukcia“ a ,,postup”.

Ak budeme vychadzat ztejto terminoldgie, potom zostrojenie obrazku pomocou DGS

predstavuje pre Ziaka silny motivacny nastroj. Dovodov je viac, pretoZe dynamickost
konstrukcie umoziuje:

a) menit poziciu vstupnych prvkov,
b) upravit esteticky vystup,
c) pomocné konstrukcie docasne skryt, a tak zdoraznit hlavni myslienku riesenia,

d) vyuZit preddefinované konstrukéné nastroje v zaujme c¢asového zrychlenia realizacie
konstrukcie.

Uvedené skutocnosti si demonstrované na obr. 2a,b, napr. farebné $kdla, dizajn diar,
automaticka konstrukcia kolmic, resp. Stvorca nastrojom Pravidelny mnohouholnik.

V pripade, Ze Ziaci zvladaju elementdrne konstrukcie, mdze ucitel vyhodne aplikovat
mozZnosti programu a konstrukciu ,sprehladnit” skrytim pomocnych diar.
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Obr. 3a Obr. 3b

Ak tomu tak nie je aZiaci nezvladaju zdkladné konsStrukcie (najma na nizSom stupni
vzdeldvania), je dolezité, aby sa vSetky konstrukéné kroky (body postupu) realizovali na
pracovnej ploche tak, ako ich maju Ziaci skonstruovat do zosita. Napriklad, zostrojenie stredu
S usecky AB. Na obr. 3a,b vidno konstrukciu stredu pomocou nastoja Stred usecky, ktory

znazorni stred-bod aj v pripade, Ze usecka AB nie je vyznacend. Konstrukcia na obr. 3b je
,Standardna“.

K nespornym vyhodam softvéru vsak patri aj to, Ze umoznuje vykonat konstrukcie, ktoré boli
doposial euklidovskymi prostriedkami nedosiahnutelné. Uvedieme ukazku.

Uloha 4. Do uhla AVB vpiste kruZnicu, ktord prechddza danym bodom M.
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Ide o ulohu, ktora sa na strednej Skole rieSi metddou rovnolahlosti a s vyuzitim pomocného
Utvaru — obdobne ako v ukazke na obr. 2a.

Ak vychadzame z definicie paraboly ako mnoZiny bodov v rovine, ktorych vzdialenost od
pevného bodu a danej priamky (bod nie je incidentny s danou priamkou) je rovnakd, potom
mobzieme s pomocou DGS vyrieSit Ulohu netradicne. KedZe softvér umozni uzivatelovi
nakreslit kuZelosecku ako ,suvisla krivku“, prienikom odpovedajicich dvoch parabol su
stredy hladanych kruznic (obr. 4) Gunzel (2012)

Obr. 4

Hoci ide o ,elegantné” riesenie, z didaktického hladiska je opodstatnend otdzka, do akej
miery je takato konStrukcia na urovni poznatkov sucasnych Ziakov strednej skoly vhodnd
a pouzitelna.

Skuska a diskusia konstrukénej ulohy v DGS

Ak su v zadani kontrukénej Glohy uvedené konkrétne ¢iselné vstupy — hodnoty diZok stran,
vy3ok, velkosti uhlov, ..., skiigka na Grovni ZS, resp. SS sa redukuje na verifikaciu premeranim
rozmerov zostrojeného Utvaru. V geometrii vSak meranie nemozno povazovat za dokaz,
a preto podstatou skusky je overenie spravnosti konstrukcie, ¢ ziskané utvary spifiaju vietky
podmienky danej ulohy (na zdklade incidenénych vztahov a definicii mnozin bodov danej
vlastnosti).

V DGS existuju moznosti, ako zadat konkrétny Ciselny vstup a dalej s nim pracovat. Nie je
vSak zarucené, Ze jednotky, v ktorych pocitac zobrazuje dané usecky, aj realne zodpovedaju
Standardne pouzivanym jednotkam miery. Zachovava sa len pomer podobnosti.

Na druhej strane, dynamickost konstrukcii je neocenitelna vlastnost pri diskusidach o pocte
a existencii roznych rieSeni konstrukénej ulohy. Napriklad na obr. 5a je zrejmé, Ze uloha 2
nema vyhovujlce rieSenie pre tupouhly trojuholnik ABC s tupym uhlom pri vrchole A, resp. B
(strana KL lezi na priamke AB, nie strane AB); pripadne, ako sa zmeni rieSenie ulohy 4, ak bod
M leZi na ramene VB (obr. 5b).
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Zaver

Hoci metodika rieSenia konstrukénych Uloh z geometrie patri k pomerne dobre
prepracovanym tematickym celkom Skolskej geometrie, ide o naroc¢né ucivo, ktorého
zvladnutie sp6sobuje Ziakom znacné problémy. Domnievame sa, Ze implementaciou DGS do
vyucby sa mbze toto ucivo stat pritazlivejSim a lahsie zvladnutelnym aj pre Ziakov s niZzSou
uroviou geometrickej predstavivosti.

Ako kazdy moderniza¢ny prad, aj tento ma svoje nedostatky, resp. cesty, ktoré vedu inym
smerom, nez sme ako ucitelia boli zvyknuti. Metodické poznamky a postrehy uvedené
v ¢lanku vychadzaju z osobnych skusenosti, a kedZe doposial nie su tieto Uvahy podporené
relevantnym pedagogickym vyskumom, zostavaju pre potreby praxe len v rovine odporucani.
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Abstract

In the article we describe the use of knowledge from descriptive geometry in construction. Specifically we deals
with unroll ruled surfaces, which are frequently used in technical practice because of their simplicity of
construction and also good static properties. We present main unroll hyperboloid, hyperbolic paraboloid and
different types of conoids. In structural engineering practice the common using of these surfaces is illustrated
in the attached figures.

Keywords: ruled surfaces, conoids, properties, technical practice, examples of surfaces.

Classification: 51L20, 14J26, M50

Uvod

Nametov na upevnenie geometrickych vedomosti je vSade okolo nas dostatok, preto je
prirodzené ich vyuZit aj vramci vyucovacieho procesu, atym prepojit vyucbu s bezinym
Zivotom.

Architekti sa snaZia projektovat stavby, ktoré su pre beinu verejnost na pohlad zaujimavé
a teda v technickej praxi pouzivaju od jednoduchych a vSeobecne znamych pléch, ako su
rovina, plocha gulova, valcova, kuZelova, aj Specidlne priamkové plochy. Z hladiska vyuzitia
roznych ploch v stavebnictve sa priamkové plochy pouZivaju predovsetkym kvoli ich
jednoduchej konstrukcii a dobrym statickym vlastnostiam.

Z hladiska stavitela je dblezité, aby pouzitd plocha splnila poZadovanu funkciu, bola
dostatocne ,pevna", esteticky Ziaduca a technicky zostrojitelna. Z hladiska tedrie, statické
vlastnosti ploch zavisia aj od ich geometrickych vlastnosti, najma na vzdjomnej polohe
dotykovych rovin plochy a plochy samotne;j.

V tomto ¢lanku sa budeme venovat najma nerozvinutelnym plochdm, ktoré vzhladom
k dobrym statickym vlastnostiam, nachadzaju svoje uplatnenie v stavebnictve, najcastejsie
ako tvary striech roznych budov. Na konkrétnych ukazkach priblizZime ich pouZitie v praxi.
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Nerozvinutelné priamkové plochy

Nerozvinutelné priamkové plochy definujeme ako plochy, ktoré obsahuju konecny pocet
torzdlnych priamok. Torzdlnou priamkou nazveme taku tvoriacu priamku p, priamkovej
plochy @, ktorej kazdy bod lezi v dotykovej rovine t danej plochy © .

Ak su vSetky priamky plochy © torzalne, tak plocha ® sa nazyva rozvinutelna priamkova
plocha. V inom pripade plochu nazyvame nerozvinutelnou.
K pomerne zndmym prikladom pl6ch su jednodielny hyperboloid a hyperbolicky paraboloid

Jednodielny hyperboloid je uréeny tromi vlastnymi mimobeinymi priamkami, ktoré nie su
rovnobezné so Ziadnou rovinou. Ide o plochu druhého stupria a neobsahuje torzalne priamky
(Obrazok 1), teda je to nerozvinutelna plocha.

Obrazok 1 Obrdzok 2

Podobnu konsStrukciu ma aj hyperbolicky paraboloid. Hyperbolicky paraboloid je moziné
zadat tromi (vlastnymi) mimobezkami, ktoré su rovnobezné s jednou rovinou alebo dvoma
mimobeZnymi priamkami a riadiacou rovinou s nimi r6znobeinou. KedZe je plocha urcéena
tromi priamkami, podobne ako jednodielny hyperboloid, aj hyperbolicky paraboloid je
plocha druhého stupria a neobsahuje torzalne priamky. MéZe byt zadany aj zbortenym
Stvoruholnikom.

Hyperbolicky paraboloid bol pomenovany podla toho, Ze rezom danej plochy mdze byt
parabola alebo hyperbola. Nazov, pod ktorym ho pozname, je aj sedlova plocha (Obrazok 2).

Rotacny jednodielny hyperboloid a parabolicky hyperboloid maju okrem zaujimavého
dizajnu aj vyborné statické a iné vlastnosti. NajéastejSie sa vyuZivaju pri stavbe
chladiarenskych vezi a kominov, ale i na zastreSovanie r6znych budov.

Uvedieme niekolko konkrétnych ukazok.

Suchova veza (Shukhov tower) je prvé veia na svete v tvare hyperboloidu, ktord navrhol
v roku 1896 rusky inzinier a architekt Vladimir Shukhov. Vodarenska veza je vysoka 37
metrov a nachadza sa v dedinke Polibino, oblasti Lipetsk v Rusku. Poznamenavame, Ze
architekt Shukhov navrhol mnoho hyperboloidnych ocelovych mriezkovych konstrukcii a
pouzival ich v stovkach vodarenskych vezi, morskych majakov, stoziarov vojnovych lodi.
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Svojim ndvrhom tvaru veZe bol priekopnicky, nakolko v zahranici sa podobné hyperboloidné
Struktlry objavuju o desat rokov neskor.

Inym prikladom je moderna veza jedine¢ného dizajnu, postavena v roku 1976, ktora sluzi ako
nadrz (Obrdzok 3). Hlavnym konstruktérom bola polska architektka J. Bogustawska a veza
stoji na najvyssom bode Ciechandw (143 m) v Polsku. Je zhotovend z ocelového plechu o
objeme 1,560 m>, ma tvar pneumatiky - anuloidu. Priemer rdry ma 6 metrov a je postavend
na hyperboloidnej nosnej konstrukcii.

Obrdzok 3 (Zdroj: http.//www.wiezecisnien.eu/Ciechanow.htm)

Dalsim prikladom je elektrarefi na juhu Slovenska. Medzi Nitrou a Levicami sa nachddzaju
Styri bloky Atomovych elektrarni Mochovce s tlakovodnymi reaktormi typu VVER 440/V-213.
Priamky hyperboloidu st vyznacené na Obrazku 4.

Obrdzok 4 (Zdroj: https.//www.seas.sk/atomova-jadrova-elektraren)

Daldia ukazka je rekonstrukcia krytej lavky ponad ulicu Corporation v centre Manchestru
s ndzvom Corporation Street Bridge. Samotnu lavku nahradil most, ktory ma tvar
hyperboloidu a spdja Marks & Spencer/Selfridges budovu s Manchestr Arndale. Bol
navrhnuty architektmi zo spoloc¢nosti Manchester-based Hodder and Partners a otvorili ho v
roku 1999. Most je dlhy 18 metrov a ma 6,2 metrov v priemere (Obrazok 5).

- &4

-

%ﬁ

Obradzok 5 (Zdroj: http://happypontist.blogspot.sk/2010_03_01_archive.html)
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MozZno jeden z najznamejsich prikladov pouZitia plochy v tvare hyperbolického paraboloidu
je L'Oceanographic vo Valencii. Ide o najvacsie akvarium v Eurdpe, ktoré navrhol Spanielsky
architekt Felix Candela. Stavbu dokoncili v roku 1997 (Obrazok 6).

Hyperbolicko-paraboloidny tvar strechy ma tiez Los Manantiales, reStaurdcia v Mexicu City
(Obrazok 6), ktoru Candela navrhol uz v roku 1958.

Obrdzok 6 (Zdroj: https.//sk.pinterest.com/pin/400679698073802931/)

Dal$im prikladom vyuzitia hyperbolického paraboloidu je strecha kostola Reformovanej
krestanskej cirkvi v New Yorku (Valley Christian Reformed Church, Kattelville), ktord navrhol
architekt James R. Mowry (Obrazok 7).

Obrdzok 7 (Zdroj: http.//nyslandmarks.com/mowry/mowry4.htm)

Pavildon Philips (Obrazok 8) je zase dielo, ktoré spaja architekturu, film, svetlo, hudbu (hlavne
zvuk) za poutzitia réznych matematickych a fyzikdlnych zdkonov. Ide o dielo architektov
Le Corbusiera, Lannis Xenakis a hudobnika Edgara Varese, ktori spolo¢ne pracovali
na zdkazke firmy Philips a navrhli pavilén pre svetovu vystavu Expo ‘58 v Bruseli.

Xenakis navrhol stan konsStruovany hyperbolickymi paraboloidmi a konoidmi tak, ako ich
pouzil vo svojej sldvnej stavbe Metastassis. Podlahova plocha pavilénu bola 1000 m? a vy$ka
stavby 22 metrov. Geometricka konstrukcia z trubiek a beténovych dosiek bola samonosna.
(Effenbergerova, 2011)

Obrdzok 8 (Zdroj: https.//sk.pinterest.com/pin/400679698073802931/)
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Konoidy ako nerozvinutelné plochy

Konoidy su uréené jednou vlastnou, jednou nevlastnou priamkou (teda rovinou) a krivkou k
resp. plochou, pricom podla tretieho urcujiceho prvku pomenovavame jednotlivé konoidy.

Na Obrazku 9 je v pravouhlej axonometrii zobrazeny priamy kruznicovy konoid, uréeny
tymito riadiacimi prvkami: priamkou ‘k, ktord je rovnobeind s osou X, rovinou a,
rovnobeznou s priemetfiou u a kruznicou k(S; r) v rovine 1t = (x, y).

Obrazok 9

Kruznicovy konoid je plochou stvrtého stupnia so Styrmi torzdlnymi priamkami.

Specidlnym pripadom kruznicového konoidu je Kupperov konoid (Obrazok 10). Uréeny je
riadiacou kruznicou *k, priamkou 2k (kolmou na urcujicu rovinu 8 kruznice k) a rovinou a,
ktora zviera s urcujuicou rovinou 8 uhol 45°.

Obrdzok 10

Elipticky konoid je uréeny priamkou k, riadiacou rovinou a a elipsou 3k. Plocha je Stvrtého
stupna a obsahuje Styri torzalne priamky (Obrdzok 11).
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Obrdzok 11

Specialny pripad eliptického konoidu je Pliickerov konoid (Obrazok 12), je uréeny elipsou 'k,
ktora je rezom rotacnej valcovej plochy rovinou p, tvoriacou priamkou p tejto plochy a
rovinou a kolmou na os valcovej plochy. Uréujica priamka je dvojndsobnd a ostatné urcujuce
Utvary su jednoduché. Vzhladom na to, e elipsa ’k a priamka p maju spoloény bod P, tato
plocha je tretieho stupna.

Il ﬂ‘ [
T .
Ay

017/ 4
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Obrdzok 12

Daldim zaujimavym konoidom je parabolicky konoid, ktorého uréujice prvky su riadiaca
priamka k, riadiaca rovina a a parabola k. Priamka a parabola maju jeden spolo¢ny bod,
teda plocha je tretieho stupnia. Plocha obsahuje iba jednu torzalnu priamku.

Existuju dva typy parabolického konoidu, ktoré rozliSujeme podla vzdjomnej polohy
urcujucich prvkov. Na ilustraciu uvedieme modely tychto pléch zobrazenych v pravouhlej
axonometrii (Obrazok 13).
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Obrdzok 13

Zaujimavym konoidom je aj gulovy konoid (Obrdzok 14). Ide o nerozvinutelnu plochu, ktora
je vytvorend dotykovymi priamkami ku gulovej ploche. Tie prechadzaju riadiacou priamkou
kolmou na riadiacu rovinu a su rovnobezné s danou riadiacou rovinou. Urcujuice prvky plochy
sU riadiaca dvojnasobna priamka k, rovina o a priestorova krivka *k, pricom plocha je
Stvrtého stupna.

Obrdzok 14

V technickej praxi su najcastejSie vyuzité kuzeloseckové konoidy, najéastejsSie sa pouzivaju
na rozne typy zastreSenia. Uvedieme priklady.

Obrdzok 15 (Zdroj: http://www.moderndesigninterior.com/2014/10/butterfly-house-mid-century-modern.html)
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Na Obrazku 15 je dom Julesa Gregoryho v New Jersey, ktory v roku 1961 zaradili medzi desat
najkrajsich domov v USA. Dom nadalej pritahuje pozornost ludi pre svoje jedine¢né linie
strechy v tvare dvojitych konoidov, ¢im ma vynimocny dizajn.

Na dalSom Obrdzku 16 prezentujeme c¢asto pouzivany spOsob zastreSenia vstupu budov,
ktory ma tvar kruznicového konoidu.

Obrdzok 16

Zaver

V ¢lanku sme sa venovali nerozvinutelnym priamkovym plochdm, pricom sme poukazali
na ich moznosti avyhody v beznom Zivote. Zdbraznili sme ich najdolezitejSie vlastnosti
a pouzitie vuZ realizovanych stavbach, realizovanych najma vzahrani¢i. Vzhladom
na velky rozvoj pocitacovych technoldgii v sucasnej dobe je mozné predpokladat, Ze tedria
priamkovych ploch sa bude vyuzivat v technickej praxi aj v buducnosti.
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Abstract

Fractions still recovering one of the "problems" of school mathematics. The paper presents partial results of
our research, which we have devoted task solving with fractions. In the center of our interest was implicative
analysis of correlation among steps of solution.
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Uvod

Sucasné kurikulum stavia do centra matematického vzdeldvania na primdrnom stupni
zakladnej Skoly obozndmenie sa s prirodzenymi Cislami a Styrmi matematickymi operaciami.
Neskor sa zac¢ina obor prirodzenych Cisel rozsirovat, a to dvomi smermi: k ¢astiam — zlomky a
desatinné Cisla a k zapornym cislam. Samostatne mysliet a uvaZzovat je mozné iba na zaklade
pochopenia a porozumenia. Pokial chceme zlepsit matematické predstavy u deti, je
potrebné pochopit ako sa matematické predstavy vytvaraju a rozvijaju.

Zvlastne postavenie v Skolskej matematike maju otazky vztahu a celku. SU previazané na
dalsie matematické Struktury, ktorych pochopenie ovplyviiuje pojmotvorny proces, su
aplikovatelné nielen vo viacerych oblastiach matematiky, ale aj v spolocenskej, prirodnej a
technickej praxi. S procesom delenia celku na Casti sa dieta stretava uz v predskolskom veku.
UZ v tom case sa zacina rozvijat chapanie vztahu ¢asti a celku.

Zlomky na primarnom stupni

S vytvdranim celku a jeho delenim su spojené zakladné pojmy elementarnej matematiky —
pojem prirodzeného a racionalneho disla, ako aj pojem geometrického Utvaru. Od prvého
rocnika zakladnej skoly sa neformalne vedomosti o vztahu casti a celku dalej rozvijaju pri
porovnavani, sCitani a odcitani.(Hejny, 1999)
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Casto sa zddrazfiuje, ze zlomok patri k ndroénym pojmom, ktory je potrebné rozvijat v dlhom
¢asovom useku. TaZisko vyucovania tematického celku Zlomok je na sekundarnom stupni
zakladnej Skoly.

Predstavy o zlomkoch sa ale zacinaju vytvarat a budovat ovela skor, a to bud v skole alebo
mimo nej. So slovami ,polovica“, ,stvrtina” sa deti stretavaju uz v predskolskom veku a v
Skole sa potom tieto slova vyskytuju uz na primarnom stupni. Je to preto, Ze sa s nimi deti
stretdvaju neustale aj v kazdodennom Zivote. Oznacenie polovica vSak vela deti chdpe ako
synonymum k slovu cast. Pravdepodobne to suvisi s tym, Ze delenie, ktoré predchadza a
pripravuje pojem zlomok, nemusi byt nutne ,spravodlivé”, teda na rovnaké casti. Preto sa
beine mbézieme stretnut s vyjadreniami typu: ,Daj mi vacésiu polovicu kolaca“; ,kolac sme
rozdelili na Styri (rovnaké) polovice”. ZriedkavejSie sa deti stretdvaju s oznacenim tretina,
patina, desatina.(Tichd, Machackova, 2006)

Vychdadzajuc zo statneho vzdelavacieho programu ISCED1 sa Ziaci so zlomkami stretavaju uz
na primarnom stupni v 3. ro¢niku zdkladnej Skoly v ramci tematického celku Ndasobenie
a delenie prirodzenych cisel v obore do 20. Podla obsahového a vykonového Standardu by
sa mal Ziak oboznamit s pojmami celok, ¢ast celku, pocet rovnakych casti (delenie na),
skupiny danej velkosti (delenie po) a mal by vediet delit na rovnaké casti (rozdelenie na dany
pocet rovnakych casti), vediet delit podla obsahu (delenie po, rozdelenie skupiny danej
velkosti).

V ucebnici matematiky pre 3. roc¢nik primarneho stupfia ndjdeme aj takéto ulohy
k propedutike zlomkov:

Adam rozdeluje képky kamienkov na tri rovnaké casti tak, Ze ich réznofarebne skrta.
Dokon¢i rozdelovanie ako Adam.
1. képka

o W Qs
§§&W«
A<,

R

Milan ma zo vsetkého len polovicu toho, ¢o ma Elena.
Nakresli, co ma Elena.

Elena ma Milan ma ’

dodd- | 8 |
0 H80000000 CeLus
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Obr. 1: Ukdzky tloh uréené Ziakom 3. rocnika (zdroj Cernek, 2012, s5.8)
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Podla obsahového avykonového standardu by si mal Ziak Stvrtého roc¢nika primarneho
stupna zakladnej Skoly v rdmci tematického celku Nasobenie a delenie v obore nasobilky
osvojit rozdelovanie na polovice, tretiny, atd.

V ucebnici pre 4.ro¢nik primarneho stupna najdeme aj takéto ulohy o zlomkoch:

) vymaluj dani ¢ast celku.

jedna tretina dve tretiny

jedna polovica @ jedna Sestina @ dve Sestiny

tri Stvrtiny jedna Stvrtina

jedna polovica % dve polovice % dve Stvrtiny

Rozdel chrobéciky na rovnaké skupiny podl'a zadania: '

a)  zelené do 4 skupin, modré do 5 skupin, 7Ité do 2 skupin, ¢ervené do 10 skupin. Pomenuj, akt
Cast celku vyjadruje jedna zelena, modra, #Ita a ¢ervena skupina.

09 @ 00@0% 00000 §®®®®
0ef0g0 88887, 00000 9850
$0000 0680, 00000 J08g0
00000 60%0° 000,50 %0040

Obr. 2: UkadZky uloh urcené Ziakom 4. rocnika (zdroj Hvolkovd 2014)

Vyskum

Vyskumy matematickej anxiety u Ziakov strednych $kél a starsich viedli az ku skisenostiam a
spomienkam na vyucovanie elementarnej matematiky v mladSom Skolskom veku. Preto sme
si za vyskumnu vzorku zvolili Studentov uditelstva pre primarny stupen vzdeldvania. Vyber
vzdeldvacich metéd a foriem u ucitela v praxi je ovplyvneny jeho pedagogickymi a
odbornymi kompetenciami.

Tie vplyvaju aj na jeho vnutorny postoj k danému predmetu, ktory vedome, ¢i nevedome
prendsa na Ziakov. Teda, ak ucitel nie je schopny aplikovat matematické vedomosti a
zruénosti na neformalnej Urovni (riesit otvorené ulohy, aplikacné ulohy...) ma tendenciu sa
takymto uloham vyhybat aj pri samotnom vyucovani.

To znamen3, Ze pokial sa spominané ulohy vyskytuju v pracovnych listoch, ma tendenciu ich
vynechavat (pokial mu to statny vzdelavaci program dovoli).

Nasu vyskumnu vzorku tvorilo 112 studentov 1. ro¢nika odboru Predskolska a elementarna
pedagogika Univerzity Konstantina Filozofa v Nitre.
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V tabulke uvadzame prehlad absolvovanych strednych skol tychto Studentov.

Tab. 1 : Rozdelenie Studentov podla typu absolvovanej strednej Skoly

Gymnazium 28
Pedagogicka a socidlna akadémia 36
Obchodna akadémia 20
Ina stredna Skola 28

Ako vidiet ztabulky najviac Studentov ma absolvovanu strednu Skolu s pedagogického
smeru, €o suvisi so samotnym zameranim odboru Predskolska a elementarna pedagogika.

Priebeh vyskumu

Vyskum prebiehal v dvoch fazach. Pre potreby tohto ¢lanku uvddzame iba prvu fazu, v ktorej
Studenti riesili matematicky test zamerany na vyuZitie algoritmov pri pocitani so zlomkami.
Kvoli prehladnosti uvddzame aj jednotlivé Ulohy:

1. Vypocitajte a vysledok zapiSte v zakladnom tvare

11,2y 7 _
5\2'3/ 30"

Vypocitajte a vysledok zapiste v zakladnom tvare

2 4 3y (1.3 _
5(5 Z) (E'To)‘

2. Vypocitajte a vysledok zapiSte v zakladnom tvare

3. Vyznacte g

Test obsahoval tri gradujuce ulohy na vyuzitie jednotlivych algoritmov pocitania so zlomkami
a jednu ulohu na zndzornenie daného zlomku.

V prvej ulohe bolo potrebné séitat, odéitat a vynasobit medzi sebou zlomky v zakladnom
tvare a menovatele zlomkov boli nesudelitelné cisla. V tejto ulohy boli zlomky zdmerne

zvolené tak, aby pri rieseni stacilo aplikovat iba jednotlivé algoritmy a neboli potrebné dalsie
Upravy.

V tabulke 2 su uvedené pocty Studentov, ktori spravne, resp. nespravne vyriesili prvd tlohu
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Tab2: Uspesnost riesenia 1. ulohy

Spravne | Nesprdvne | Nesprdvne rieSenia | Spravne

D
rieSenia | rieSenia v % riesenia v %

77 35 31,86 68,14

V druhej ulohe okrem uZ vysSie uvedenych algoritmov mali Studenti pouzit algoritmus
delenia. V tejto ulohe uZ ale neboli uvedené zlomky v zdkladnom tvare a bolo mozné
vyuzivat kratenie zlomkov, ¢o nasledne ulahcilo vypocet celej ulohy. Pri rieSeni tejto ulohy
bolo 54 spravnych rieSeni a 58 nespravnych rieseni.

Pre Uspesné zvladnutie tretej ulohy bolo potrebné uprednostnit operaciu nasobenia pred
operaciou scitania, ako aj spravne pocitat so zmieSanym cislom. Tato uloha sp6sobovala
Studentom najvacsie problémy.

Tabulka 3 prezentuje pocty Studentov, ktori spravne, resp. nespravne riesili tretiu Ulohu.

Tab. 3: Uspesnost riesenia 3. tlohy

Spravne | Nesprdvne | Nesprdvne rieSenia | Spravne

Y Y rieSenia v %
rieSenia |riedenia  |v% ?

20 92 82,14 17,86

Stvrtou Ulohou $tudentov bolo zndzornenie uréitého zlomku. Pri rieseni tejto ulohy boli
$tudenti najviac Uspedni. Uspesnost riesenia ilustruje tabulka 4.

Tab. 4: Uspesnost riesenia 4. tlohy

Spravne | Nesprdvne | Nesprdvne rieSenia | Spravne

Y C Y rieSenia v %
rieSenia |riedenia  |v% ?

87 25 22,32 77,68

Vyhodnotenie vyskumu

Vo vyskumnej Casti naSej prace bolo v centre nasho zaujmu implikacnou analyzou zistit
zavislost medzi jednotlivymi krokmi rieSeni. Pod pojmom didaktickd premenna sa rozumie
taky typ premennej, ktora je pre ucitela (aj pre Studenta) k dispozicii, a ktord suvisi zo
zadanim, rieSenim uloh, cvi¢eni (dana je uloha s presne ur¢enym ,tvarom“ a otazkami). O
didaktickej premennej hovorime vtedy, ak medzi premennym existuje aspon jedna
premenna (mo6ze byt aj numerickd), ktora moze nadobudat rézne hodnoty (numerické alebo
iné) a mbze byt vybrana uciteflom (bez toho, aby zmenil Ulohu), a ktorej rézne hodnoty maju
za nasledok rozny pristup k rieSeniu ulohy, moéZu u Studentov vyvolat rézne
postupy.(Berekova, 2001) V nasom experimente boli didaktickymi premennymi jednotlivé
kroky rieSenia danych uloh. Konkrétne $lo o tieto didaktické premenné:

A; _ Student ovldda algoritmus séitavania A, — Student ovlada algoritmus nasobenia
zlomkov zlomkov

Az — Student ovlada algoritmus odc¢itavania B; Student vyuZiva pri rieSeni kratenie
zlomkov zlomkov
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B, — Student ovlada algoritmus delenia C; — Student uprednostni operaciu
zlomkov nasobenia pred operaciou scitania

C, — Student vie previest zmiesané Cislo na Cs- Student spravne vyriesi tlohu Cislo 3
zlomok

D, — Student riesi ulohu iba graficky D, — Student rieSi ulohu vypoctom aj
graficky

V Statistickom programe CHIC su vytvorené nasledujice grafy Similarity tree, Implicative
tree, Implicative graph.

SIMILARITY TREE

definuje podobnost a intenzivnost medzi dvoma triedami premennych definovanych v
analyze a-priori. Pri konstrukcii grafu sa do jednej triedy (najvyssia Uroven) spajaju dve
premenné na najpodobnej$om zaklade. Dalej sa k nim pridaju jedna alebo dve premenné s
podobnym zdkladom, tie uz tvoria dalsiu, ale slabSiu Uroven. Takymto sp6sobom sa priradia
aj dalSie premenné alebo mnoziny premennych na podobnych zakladoch. Pre vyhodnotenie
vysledkov z experimentu su vyznamné len dve najvysSie Urovne v grafe, ostatné Urovne su

bezvyznamné.
LJ [ |

Ako uZ bolo spomenuté vyssie pre vyhodnotenie vysledkov z experimentu sd vyznamné len
dve najvyssie Urovne v grafe, ostatné Urovne su bezvyznamné.

Z grafu mbézeme vycitat nasledovné podobnosti:

- najsilnejsia podobnost je medzi premennymi C2 a C3, lebo su najvyssie spojené, t. j. medzi
premennou Student vie previest zmieSané Cislo na zlomok (C2) a premennou Student
spravne vyriesi Ulohu ¢islo 3 (C3). Vztah medzi nimi tvori prva Uroven.(Obr.2)

ov o

Obr. 3
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Je teda pravdepodobné, Ze Student, ktory si vie pracovat so zmieSanym cislom, dokdze aj
spravne vyriesit cely priklad.

- druhd droven je medzi premennymi Al- Student ovlada algoritmus scitavania zlomkov a A3
— Student ovladda algoritmus od¢itania zlomkov, pricom tato droven je ale slabSia ako medzi
premennymi C2 a C3. T4to zavislost nie je ani velmi prekvapivd, nakolko tieto dva algoritmy
su velmi podobné, a tak moZno s urlitostou povedat, Ze Ziak/Student, ktory vie zlomky
sCitovat, ich vie aj odcitavat.

- v grafe este vidiet (menej vyznamné Urovne) medzi premennou B2 mnoZinou premennych
{C2, C3}(Obr. 4).

Obr. 4

Premennd B2 sa pripdja k mnozine {C2, C3}, t.j. B2 sa globadlne podoba premennym C2
alebo C3. Premenna Student ovlada algoritmus delenia zlomkov (B2) sa vo vSeobecnosti
podoba tvrdeniam: Student vie previest zmieSané Cislo na zlomok (C2) alebo Student spravne
vyriesi Ulohu &islo 3 (C3). Z naSej vyskumnej vzorky 55 Studentov vedelo spravne pouzit
algoritmus delenia zlomkov (premenna B2), ¢o predstavuje priblizne 49%, 16 z nich spravne
vyriesilo tretiu Ulohu (premenna C3), ¢o znamena, Ze aj vedeli pocitat so zmiesanym cislom
(premennd C2) a osem Studentov z vysSie uvedenych 55 sice spravne pocitali so zmieSanim
¢islom (premenna C2), ale tretiu Ulohu nevyriesili spravne.

- medzi ostatnymi nami definovanymi premennymi nie je Ziadna podobnost, ani suvislost.
IMPLICATIVE TREE

predstavuje implikacie alebo ekvivalencie medzi niektorymi premennymi a mnoZinami
premennych v analyze a-priori. Podobne ako v grafe Similarity tree, su pre vyhodnotenie
vysledkov vyznamné len dve najvysSie uUrovne, ostatné su bezvyznamné pre hodnotenie
experimentu.

Tak ako aj v predchddzajucom pripade (similarity tree), vidime najsilnejSiu hierarchiu (prva
Urovert) medzi premennymi Al a A3. Student, ktory ovlada algoritmus s¢itovania zlomkov,
ovlada aj algoritmus odcitania zlomkov, naopak to ale platit nemusi. Vyplyva to z faktu, Ze
medzi premennymi sa nachadza implikacia a nie ekvivalencia. Sedemdesiat dva Studentov
ovladalo algoritmus séitovania zlomkov a rovnaky pocet Studentov ovladalo algoritmus
od¢itavania zlomkov. 67 Studentov ovladala obidva algoritmy.

Druhu droven tvori hierarchia medzi premennymi C3 a C2, teda ak Student spravne vypocital
tretiu ulohu, vedel pracovat so zmieSanym cislom. Sedemdesiat Styri Studentov ovladalo
pracu so zmieSanym Cislo a zaroven spravne vypocitalo treti priklad a len devatnast
Studentov napriek tomu, Ze spravne urcili zlomok zo zmieSaného ¢Cisla, nespravne vypocitali
tretiu Ulohu. Z grafu Implicativ tree dalej vidiet, Ze premenné B2, C3, C2, C1, A2, A1, A3
tvoria jednu mnoZinu premennych a premenné D2 a B1 vytvaraju druhd mnozinu.

GRAF IMPLIKACII
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predstavuje moznosti, ako Student moéze rozmyslat alebo zamyslat sa nad postupom pri
rieSeni danej ulohy. Farebné rozliSenie Sipok medzi jednotlivymi premennymi alebo
mnoZinami premennych naznacuju, aka percentualna intenzita je medzi nimi alebo na kolko
percent, ak Student ma istu vedomost, sa dostane k tej dalSej premennej. Pre vysledky
experimentu, ako sdm autor uvadza, su podstatné vztahy medzi premennymi od 85 %.
(Rumanova, Vallo, 2012)

)

(=)

Ako vidiet z grafu, v nasom experimente medzi premennymi A3 a Al, ako aj medzi
premennymi C3 a C2 je 100% zavislost, ktora vyplyva uz aj z vyssie spominanych tvrdeni.

99% zavislost moZeme pozorovat medzi premennymi A2 — Student ovlada algoritmus
nasobenia zlomkov a A3 — Student ovlada algoritmus od¢itavania zlomkov, ako aj medzi
premennymi B2 — Student ovlada algoritmus delenia zlomkov a Cl- Student uprednostni
operdciu nasobenia pred operaciou scitania.
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Medzi premennymi C1 — Student uprednostni operaciu nasobenia pred operaciou scitania a
A2 —student uprednostni operaciu nasobenia pred operaciou scitania je 97% zavislost.

A na 89% zavislé su aj premenné D2 — Student rieSi Ulohu vypoctom aj graficky a A2 —
Student ovlada algoritmus ndsobenia zlomkov, premenné Bl Student vyuZiva pri rieSeni
kratenie zlomkov a C1 — Student uprednostni operdciu nasobenia pred operaciou séitania,
ako aj C2 — student vie previest zmiesané Cislo na zlomok a B2 — student ovlada algoritmus
delenia zlomkov.

Zaver

V sucasnosti je Casto zdbrazriované, ze zlomok patri k pomerne ndroénym pojmom, ktory je
potrebné postupne rozvijat v dlhom ¢asovom uUseku. Otazky casti a celku maju v skolskej
matematike celkom zvldstne postavenie. SU prepojené na dalSie matematické Struktury, ich
spravne pochopenie ovplyvriuje pojmotvorny proces, daju sa aplikovat vo viacerych
oblastiach matematiky, ale aj v spolocenskej a technickej praxi. Patria k tym oblastiam tedrie
vyucovania matematiky, ktoré su predmetom vyskumu nielen u nas ale aj v zahranici. Aj
napriek velkému mnoZstvu ziskanych poznatkov, zostavaju zlomky stale jednym
,problémom® v Skolskej matematike, ¢o potvrdzuje aj nas vyskum, ktorého Cciastocné
vysledky sme v ¢lanku prezentovali.
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Abstract

In our article we focused on math word problems, which solution does union of sets with
non-empty intersection characterize. The research sample was the first year students of
Preschool and Elementary Education at The Constantine the Philosopher University in Nitra,
master level. There were three tasks, which were solved by students. The context of tasks
was different but the solving of these tasks was very similar and it can be represented by
one general solution scheme. From all students” solutions we chose six, which represent the
most frequently algebraic or graphical errors within our sample solutions. So we made some
word analysis and error diagnostics of these solutions.

Keywords: math word problems, solving, analysis, error diagnostics

Classification: 97D70

Uvod

RieSenie slovnych uloh patri k malo oblubenym ¢&innostiam vo vyucovani matematiky.
Vseobecne, ako ucitelmi a Ziakmi, tak aj verejnostou je prijimany fakt, Ze riesenie slovnych
iloh v matematike je pre ziakov naro¢né. Casto u? len samotna skuto¢nost, 7e Ziak ma riesit
slovnu ulohu, je zdkladnou pricinou jeho neuspechu pri rieSeni. RakouSsanova (1957, in
Novotnd, 2000) vo svojej praci tvrdi, Ze Ziaci radi a prevazne spravne arychlo pocitaju
najroznejsie numerické ulohy, ale zjavne neradi rieSia slovné ulohy... Jednym z moznych
vysvetleni je, Ze v matematickej Ulohe, ktora nie je slovna, su vidy vyznacené poctové
operacie aZiak preto nie je nuteny tvorit matematicki Ulohu samostatne, na rozdiel
od slovnej ulohy, v rieseni ktorej musi najskor Ciselné Gdaje vyhladat, zistit ich vzajomny
vztah a zavislost a az na zaklade toho zistenia musi sam urcit vhodné poctové operiacie. Je to
véak iba ¢ast vysvetlenia nechuti krie$eniu slovnych uloh. Daldie pri¢iny nechuti
a neuspechu Ziakov pririeseni slovnych uloh su hlbSie asu prevaine metodického razu.
(Novotna, 2000)
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V nasom prispevku analyzujeme rieSenia slovnych uloh, ktorych rieSenie je charakterizované
neprazdnym prienikom dvoch mnoZin a diagnostikujeme najcastejSie chyby vyskytujlce sa
priich rieSeni.

Jednou z hlavnych podmienok pre vytvorenie klimy, ktora podnecuje diskusiu o problémoch
rieSenia slovnej ulohy, je schopnost ucitela diagnostikovat priciny chyb a Uroven
porozumenia problémom u jednotlivych Ziakov. Vo vacsSine pripadov dokdze skuseny ucitel
odhalit mnohé priciny problémov, ktoré maju jeho Ziaci pri rieSeni slovnych uloh. (Novotng,
2000)

Teoretické vychodiska

Schopnosti a zru¢nosti rieSenia slovnych uUloh v matematike patria medzi matematické
kompetencie a zaoberaju sa nimi vSetky aktudlne tedrie o cieloch vyucovania matematiky
a vietky narodné i medzinarodné testovania v matematike. (Ceretkova, Sedivy, 2005)

Blum a Niss (1991, in Novotnd, 2000) uvadzaju, Ze slovné ulohy by mali byt zaradené do
vyuCovania matematiky, pretoze su vhodnym prostriedkom pre rozvijanie vSeobecnych
kompetencii Ziakov aich postojov k matematike, umoziuju ziakom ,vidiet a posudzovat”
nezavisle, analyzovat a porozumiet pouzZitiu matematiky, rozvijaja schopnost Ziakov
aktivovat matematické vedomosti a zrucnosti v nematematickych situaciach a pomahaju
Ziakom pri poznavani, porozumeni a zapamatdvani pojmov, metdd a vysledkov matematiky.

,Ulohy, v ktorych je zdvislost medzi danymi a hladanymi udajmi vyjadrend slovnou
formuldciou a treba v nich riesit isty problém zo spolocenskej, ekonomickej alebo inej oblasti,
nazyvame slovnymi ulohami. V slovnych ulohdch treba na zdklade vhodnej tvahy zistit, aké
poctové operdcie musime s danymi udajmi (¢islami) urobit, aby sme nasli Cisla, ktoré mdme
vypocitat a odpovedat nimi na hladané otdzky.” (Sedivy a kol., 2013)

Novotnd (in Hejny, 2004) uvadza nasledovné problémy Ziakov Specifické pre rieSenie
slovnych Uloh: Ziak ma nedostatoéné predchadzajice skusenosti a znalosti suvisiace
s kontextom alebo s potrebnym matematickym zazemim ulohy; Ziak nedita zadanie pozorne,
s porozumenim; Ziak nespravne interpretuje jeden alebo viac terminov pouZitych v zadani
ulohy; Ziak nie je schopny spojit oddelené informacie a vztahy do jedného komplexnejsieho
celku.

Jadro UspesSnosti rieSenia slovnej ulohy teda spodiva v schopnosti Ziaka danu ulohu
zmatematizovat.

V procese matematizacie slovnej ulohy, v rdmci rozboru, su dolezité tieto Cinnosti: uréenie
objektov, uréenie vztahov medzi objektmi, identifikacia otazky, ndjdenie zjednocujuceho
pohladu, ziskanie vhladu do Struktury slovnej ulohy, vytvorenie matematického modelu
(matematickej ulohy). (Sedivy a kol., 2013)

Jednotlivé ¢innosti v ramci rieSenia nemusi Ziak vykonavat v uvedenom poradi. ZaleZi na
kontexte a kategoérii slovnej ulohy, ¢i Ziak niektoré z ¢innosti vynecha alebo sa ku niektorym
vrati aj viackrat.

Metodika vyskumu

Zadania slovnych uloh, ktoré sme si pre analyzu vybrali, neboli zvolené nahodne, ale
zamerne. Pri ich volbe sme si stanovili podmienku, aby to boli slovné ulohy, ktoré sa riesia
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pomocou principu inklUzie a exklUzie. Vramci analyzy sme sa zamerali na rieSenie
nasledujucich troch uloh.

Uloha ¢&.1

V triede bolo 32 Ziakov. Na kruZok z matematiky sa prihlasilo 21 Ziakov. Na kruzok zo
slovenského jazyka 28 Ziakov. Kolko Ziakov sa prihlasilo len na krdZzok z matematiky? Kolko
Ziakov sa prihlasilo len na kruzok zo slovenského jazyka? Kolko Ziakov sa prihlasilo na oba
krazky?

Uloha ¢&.2

Hudobnej sutaZe sa zucastnilo 25 Ziakov umeleckych $kol, ktori sutazili v hre na klavir a na
gitaru. V hre na klavir superilo 17 Ziakov a v hre na gitaru 19 Ziakov. Kolko Ziakov sutaZilo
v hre na oba nastroje? Kolko Ziakov sutaZilo v hre iba na jeden nastroj?

Uloha ¢&.3

Na vylete bolo 26 deti. 17 deti si prinieslo kolobezku a 13 deti kolieskové korcule. Kolko deti
si prinieslo kolobezku aj korcule? Kolko deti si prinieslo iba kolobezku?

Vybrané slovné ulohy sa Standardne riesSia aplikovanim postupu vSeobecného riesenia, ktoré
predstavujeme v nasledujucich riadkoch. VSeobecné rieSenie vychadza zo schémy rieSenia
slovnej ulohy: Slovna uloha -> Rozbor -> Matematicka uloha -> RieSenie matematickej tlohy -
> Skuska -> Vysledok + Odpoved. (Sedivy a kol., 2013)

VsSeobecné riesenie zvolenych slovnych uloh:

Slovnu ulohu rieSime pomocou principu inkllzie a exklizie. V naSom pripade ide vidy o dve
mnoziny s neprazdnym prienikom - mnoZina Aamnozina B, ktoré su podmnoZinami
zakladnej mnoziny U. Nech x je pocet prvkov mnoZiny A, nech y je pocet prvkov mnoziny B
a nech z je pocet prvkov zékladnej mnoziny U. Dalej, nech a je pocet prvkov, ktoré patria iba
do mnoziny A, nech b je pocet prvkov, ktoré patria iba do mnoZiny B a nech ¢ je pocet
prvkov, ktoré patria sicasne do mnozZin A aj B. Oznacme d pocet prvkov, ktoré nepatria ani
do mnoziny A, ani do mnoZiny B. V nasich Ulohach ide vidy o pripad, ked d = 0. Uvedené
situaciu vieme zakreslit pomocou Vennovho diagramu (Obr. 1).

U

Obrdzok 1
Zapis:
a+b+c+d=z

a+c=x
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b+c=y
a="?
b=7?
c=?
Vypocet:

Aka+c=x potomx+b+d=z Ztohovyplyvab=z-x-d. Zozadaniad =0, tedab=z-x.

Pocet prvkov, ktoré patria sucasne do mnozin A aj B vypocitame nasledovne : b + c =y .
KedZe vieme,Ze b=z - x, potomc=x+y-z

Teraz uz lahko vypocitame, Zze ak a + ¢ = x, potoma =z —y.

Skuska:

a+b+c=z a+c=x b+c=y
Z—yY+Z—X+X+y—2=2 Z—y+X+y—z=X Z - X+ X+y —2z=1y
Odpoved:

Iba v mnozZine A je a prvkov, iba v mnoZine B je b prvkov a v oboch mnoZinach zaroven je ¢
prvkov.

Analyza rieseni

V nasledujucej casti postupne predstavime Sest Studentskych rieseni, ktoré sme vybrali
spomedzi vSetkych 81 rieseni ako typové chybné rieSenia. Prvu ulohu riesilo 25 Studentov
a chybnych bolo 8 rieSeni. Druha ulohu rieSilo 32 Studentov a chybnych bolo 17 rieSeni.
Tretiu Ulohu riesilo 22 $tudentov a chybnych bolo 9 riedeni. Ulohy riesili $tudenti U¢itelstva
predskolskej a elementarnej pedagogiky v ramci predmetu Metddy rieSenia matematickych
uloh.

RieSenie 1A:

V prvom rieSeni mézeme vidiet, Ze Student riesil slovnu ulohu principom inkluzie a exkluzie.
Zvolil si zakladnd mnoZinu U a pomocou Vennovych diagramov si znazornil situaciu, ktora
vyplynula zo zadania. UkdZzka zndzornenda na obrdzku obsahuje vsetky casti, ktoré su
potrebné k rieSeniu slovnej Ulohy — zapis, znazornenie, vypocty, skuska a odpoved. Skisme
sa pozriet na samotné vypocty. Vychadzajuc zo vSseobecného rieSenia vidime, Ze Student mal
problém uZz so samotnym porozumenim principu inklazie a exkllzie, resp. s porozumenim
pojmom — mnoZina, podmnoZina mnoziny, prienik dvoch mnoZin a vztahov medzi nimi.
Napriklad: Ziakov bolo spolu 32. Student pri svojom rie$eni uvadza, 7e pocet Ziakov, ktori
navstevovali oba kruzky sucasne je 81, €o je logicky a matematicky nemozné. Taktiez uvadza,
Ze pocet ziakov, ktori navstevovali len kruZok zo slovenského jazyka je 53, avSak v zadani bol
pocet Ziakov 28. Bolo si treba uvedomit, Ze to je pocet Ziakov, ktori navstevovali iba krdzok
zo slovenského jazyka a zédroven aj pocet Ziakov, ktori navsStevovali oba kruzky. Podla tohto
rieSenia by muselo platit, Ze 53+81=28, ¢o samozrejme nie je pravda.



40 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 2, No. 1, p. 36-43

".t(,\.‘\/ he }Q.u‘,(,gv

X ] 7 &
woALmoAL Y Wiy AR 24 &

SIL Lt ¥wodev-
V) w mey HAT [ ™M 0 i b U
{ ) 4 i\ \
b) o meu SIL M 1) o
)
<) o (oav J
2+23= 49 3 =21 23
he ¥ - &8 )
£ 1
2 v
2 /,:\/‘u,u.u 0] kiok
W& v Albeqgi (0 53 ,ll;\,( ov
0 Ha Lol ) y
/ I A i Wad ilo P71 kbu(.”,
/
Obrdzok 2

Riesenie 1B:

V dalSom rieSeni Ulohy moéZeme vidiet, Ze Student rozumie principu inkluzie a exkluzie
a vztahom medzi nimi, kedZe ulohu vyriesil korektne. Ma vSak znacné medzery v grafickom
znazorneni dvoch mnoZin pomocou Vennovych diagramov, ¢co méZzeme vidiet na Obr. 3
RieSenie obsahuje vSetky Casti, ktoré su pri hladani riesenia slovnej Ulohy potrebné: zapis,
znazornenie, vypocty, skuska. Avsak v tomto spominanom rieSeni chyba slovny komentar a
odpoved.

Obradzok 3
RieSenie 2A:

V tomto pripade islo vrieSeni hlavne o numerické chyby. Ako mézeme vidiet, Student
spravne urcil sucet 17 + 19 = 36, ale v nasledujucom kroku uz nespravne vypocital rozdiel
¢isel 36 a 25. Podla Studenta je rozdiel rovny Cislu 9, o vSak nie je pravda, pretoze je rovny
11. KedZe Student ziskal nespravnu hodnotu vysledku, vSetky jeho ostatné vypocty boli
nekorektné. Z rieSenia mézeme dalej vidiet, Ze Student nema Uplne osvojené pojmy mnozZina
a podmnozina a vztahy medzi nimi, pretoZze pocet Ziakov, ktori sutazili v hre na klavir, je 17.
Tento pocet Ziakov zahfna v sebe tych, ktori sutazili len v hre na klavir, ale aj tych, ktori
sutazili aj v hre na klavir, aj v hre na gitaru. Ak by sme vychadzali zo Studentovho nakresu, tak
pocet tychto $tudentov by bol 17 + 9 = 26. Co je v rozpore so zadanim.
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Obrazok 4

RiesSenie 2B:

V nasledujucom rieSeni moZeme vidiet, Ze Student si spravne znazornil dve mnoziny
pomocou Vennovych diagramov, ale Ciselné Udaje, ktoré boli uvedené v zadani, nespravne
zaznacil do obrdzka. V zadani bol dany pocet Ziakov, ktori sutazili v hre na klaviri, nie pocet
Ziakov, ktori sutazili iba v hre na klaviri. Vo vypoctoch mézeme vidiet, Ze Student vie, ako
Ulohu vyriesit. Problém vsak nastal pri druhom znazorneni. KedZe chyba oznacenie mnozin,
nevieme s istotou priradit k jednotlivym mnoZinam pocty Studentov. V dalSej casti vsak
Student nespravne urcil pocet Ziakov, ktori sutazili v hre iba na gitare. Od¢ital od seba pocet
Studentov, ktori sutazZili v hre na gitare a pocet Studentov, ktori sutazili v hre na klavir. A to je
nekorektna operacia.

Obrdzok 5

RieSenie 3A:

Na prvy pohlad mbZeme v tomto rieseni vidiet, Ze Student na rieSenie slovnej Ulohy prvotne
nepouZil Vennove diagramy, znazornil si ich aZ nakoniec. Zadanie slovnej ulohy sa rozhodol
znazornit vlastnym spdsobom, ¢o nemdzeme povazovat za nespravnu volbu. Avsak Student
vbbec neporozumel zadaniu slovnej ulohy. Nevieme posudit, akym smerom sa uberali
myslienky jeho uvaZovania, ale na zaklade odpovede vieme zhodnotit, Ze Ulohu vyriesil
nespravne. Odpoved na otazku, kolko deti si prinieslo aj kolobezku, aj korcule, Student
odpovedal, Ze minimdlne 4 deti a maximalne 13. Podobne je to aj v druhej odpovedi.
Z uvedenych doévodov méieme povedat, Ze Student nemd osvojeny princip inkluzie
a exkluzie, nerozumie pojmom mnoZina a podmnoZina mnoZiny avztahom medzi nimi.
Uvedené potvrdzuju aj dodatocne znazornené Vennove diagramy. Podla obrazka Vennovych
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diagramov by pocet vSetkych deti bol 17 + 4 + 13 = 34, ¢o je vSak v rozpore so zadanim, kde
bol pocet vietkych deti 26.

Obrazok 6
Riesenie 3B:

V rieseni Obr. 6 m6Zeme vidiet, Ze Student zacal pocitat spravne, ale v poslednom kroku
neodcital pocet deti, ktoré si priniesli aj kolobezku, aj korcule, od poctu deti, ktoré si
priniesli iba korcule. Nevykonanim tohto kroku samozrejme neziskal spravne riesenie.
Student ma osvojené znazornenie dvoch mnozin pomocou Vennovych diagramov. V riedeni
chyba skuska spravnosti. Ak by ju Student vykonal, tak by svoje nesprdvne riesenie odhalil:
vSetkych deti je spolu 13 + 13 + 4 = 30. Avsak v zadani bol stanoveny pocet deti 26.
Studentov vysledok je v rozpore so samotnym zadanim.

Obrdzok 7

Zaver

Je vSeobecne zndme, Ze slovné ulohy patria medzi najproblematickejsie oblasti vo vyucovani
matematiky. Je doleZité véas diagnostikovat problémy pritomné pri rieSeni slovnych uloh,
aby sme problémy a najcastejsie chyby mohli nasledne efektivne eliminovat.

V predstavenej analyze sme sa zamerali na diagnostiku najcastejSich chyb pri rieSeni
slovnych uloh, v ktorych iSlo o porozumenie principu inkllzie a exklizie. Vybrané rieSenia boli
zvolené tak, aby obsahovali najcastejSie numerické a grafické chyby, ktoré sa pri rieSeni
slovnych uloh daného typu vyskytuju. Vo vacsine rieSeni sme sa stretli s neporozumenim
principu inkluzie a exkluzie, nakolko v rieSeniach studentov bol pocet prvkov podmnozZiny A,
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resp. B, zakladnej mnoZiny U vacsi, ako je pocet vsetkych prvkov zdkladnej mnoziny uvedeny
v zadani ulohy. Riesenim tohto problému by mohlo byt zaradenie slovnych uloh s redlnym
kontextom do vyucovacieho procesu, ktoré by Ziakom umoznili prepojit vedomosti
z matematiky sich kazdodennym Zivotom. Taktiez by bolo vhodné tieto ulohy vhodne
zakreslit do obrdzkov alebo schém, ¢o Ziakom poskytne ndzornd ukdzku a umozni lepsie
pochopit Ulohy Daldie chyby, ktorych sa $tudenti dopustali, boli numerické chyby vo
vypoctoch, ktoré mohli byt spdsobené nepozornostou. Poslednu skupinu tvorili riesenia,
ktoré obsahovali korektné rieSenie slovnej ulohy, avsak grafické znazornenie bolo nespravne.

Problémy, ktoré vznikaju pri rieSeni Uloh, sa daju v Skolskej praxi odstranit opatovnym a
dokladnejSim  vysvetlenim  problematiky, ndzornymi  ukdzkami  a viacnasobnym
precvicovanim riesenia Uloh. Vznik numerickych chyb moéZeme zamedzit eliminovanim
rusivych prvkov vo vyu¢ovacom procese, ktoré mozu Ziakov zbytoéne rozptylovat.
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