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Konstrukc¢né ulohy o zobrazeniach

Construction Tasks about Mappings
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Tr. A. Hlinku 1, SK-949 74 Nitra,
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Abstract

The notion of the mapping belongs to the basis of mathematics. It is the key notion for students of
mathematics on universities especially for incoming teachers of mathematics. Many students have appreciable
problems with mapping operations. It is evident in situations when it needed to devise a mapping with
predetermined properties. The students have difficulty deeper understanding of a composite mapping. Their
knowledge does not go deep and to substance. The mathematical thinking in a work with mappings is formed
by construction tasks about mappings with given properties in the paper.

Keywords: construction task, problem task, mapping

Classification: 00A35; 97C50; 97D50

Uvod

Pojem zobrazenia patri do zdkladov matematiky. Na strednej Skole ho Specidlne nahradza
pojem funkcie, pretoze sa tu viac menej uvazuju iba niektoré elementarne funkcie realnej
premennej, ¢o uz neplati pre matematickd olympiadu. Na vysokej Skole, zvlast pre buducich
ucitelov matematiky, je to klucovy pojem, ktory je pouzivany v kazdej matematickej
discipline. Vediet operovat so zobrazeniami patri do zdkladnych znalosti kazdého, kto
pouziva matematiku. Operovat so zobrazeniami vsak Studentom robi znacné problémy. Este
vacsie problémy maju pri Ulohach, v ktorych treba skonstruovat zobrazenie s vopred danymi
vlastnostami. Priinu treba hladat vtom, Ze pojem zobrazenia azloZeného zobrazenia
nemaju vzity. RieSia (a mozno ani to nie) iba rutinné ulohy o zobrazeniach, ich poznatky su
povrchné, nejdi do hibky a podstaty (Vrabel [2], 2005). V tomto prispevku sa snazime
formovat matematické myslenie v narabani so zobrazeniami prostrednictvom konstrukénych
Uloh o zobrazeniach s danymi vlastnostami.

Zakladné pojmy a oznacenia

Relacia f, f © A X B, sa nazyva zobrazenie z mnoZiny A (mnoZiny A) do mnoziny B, ak ku
kazdému x z mnoZiny A existuje najviac (préve jeden) prvok y z mnoziny B tak, ze [x,y] € f.
Ak f je zobrazenie z mnoziny A do mnoziny B a [x,y] € f, tak x nazyvame vzorom k prvku y
ay nazyvame obrazom prvku x vdanom zobrazeni. PiSeme tiez, ze y = f(x). MnoZinu
{x € A; 3y € B [x,y] € f} nazyvame definiény obor zobrazenia f aoznatujeme D(f).
Mnozinu {y € B; 3x € A [x,y] € f} nazyvame obor hodnét zobrazenia f aoznadujeme
H(f). Ak H(f) = B, tak hovorime, Ze f je zobrazenie z mnoZiny A na mnozinu B. Zobrazenie
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f mnoziny A do mnoZiny B (teda ak D(f) = A) budeme oznacovat f: A - B. Uvedomme si,
Ze kazdé zobrazenie f z mnoZiny A do mnoZiny B je aj zaroveri zobrazenim mnoziny D(f) na
mnoZzinu H(f). Zobrazenia f: A = B, g: C = D sa rovnaju prave vtedy, ked A = C a f(x) =
g(x) pre kazdé x € A. Ak zobrazenie f: A — B je prosté, tak ho nazyvame injekcia. Ak pre
zobrazenie f: A — B plati H(f) = B, tak ho nazyvame surjekcia. Ak zobrazenie f: A = B je
sucasne injekcia aj surjekcia, tak ho nazyvame bijekcia. Ak f:A—> B, X € A, Y € B, tak
mnozinu {y € B; 3x € Xy = f(x)} nazyvame obrazom mnoziny X vzobrazeni f
a oznacujeme f(X) a mnozinu {x € 4; f(x) € Y} nazyvame vzorom mnoziny Y v zobrazeni f
a oznatujeme f_;(Y). Ak je napriklad zobrazenie f:R - R dané rovnicou y = x% a X =
(—1,2), Y =(1,4), tak f(X) =(0,4) a f_1(Y) =(—=2,—-1)U(1,2). Nech f:A > B, X;,X, S
A, Y,,Y, € B. Potom platia nasledujuce vztahy (Salat [1],1986):

fXLUXy) = fFX) U f(X), FX1NXy) € F(X)NFX2), F(Xy) — f(X2) € f(X1 — X3),
f-1(MUX,) = fLi(Y) U o (Yy), foa(inYy) = fo(Y) N f_1(Y2),
f—1(Y1) - f—1(Y2) = f—1(y1 - 1).

Vztahy pre zjednotenia a prieniky mozno zovseobecnit: ak X; € A, Y; € B, t € T (indexova
mnozina), potom

fUter Xe) = Urer f(Xe), f(Neer Xe) € Neer f(Xe),
f-1(Uter Y2) = User f21(Y), fo1(Neer Ye) € Neer fo1 (Ye).

Zlozenym zobrazenim zobrazeni f:A —> B, g:B — C je zobrazenie h:A - C, kde h =
{[x,z] € AX C;z = g(f(x))}. Zobrazenie h budeme oznacovat g o f. Skladanie zobrazeni je
asociativne, teda pre fubovolné zobrazenia f:A - B, g:B - C, h:C > D platiho (go f) =
(hog)o f. Zobrazenie f:A — A, pre ktoré plati f(x) = x pre kazdé x € A, sa nazyva
identické zobrazenie aoznacujeme ho idy. Ak f:A — B je prosté, potom {[y,x] € B X
A; [x,y] € f} je zobrazenie mnoziny H(f) do mnoziny A, ktoré nazyvame inverznym
zobrazenim k zobrazeniu f a oznacujeme f~'. Zrejme f "t o f = id,, f o f 7! = idy(p).

Konstrukcné ulohy o zobrazeniach

Budeme sa zaoberat problémovymi ulohami, v ktorych bude treba zostrojit zobrazenia
s vopred danymi vlastnostami. Teda nebudeme riesit rutinné Glohy typu : Je dané zobrazenie
(funkcia). Dokazte, Zze ma taku a takd vlastnost, pripadne vysetrite jeho vlastnosti. Budeme
Casto uvazovat nekonec¢né postupnosti, ¢o su vlastne Specidlne zobrazenia mnoziny N do
nejakej mnoziny A. Ak f: N — A, tak po oznaceni f(n) = a,, n € N, dostdvame postupnost
{antn=1-

Uloha 1. Néjdite také zobrazenia f:N > N, g:N > N, i: N> N, aby foh=gohale f #
g.

Riesenie. Pri rieseni tejto Ulohy si treba uvedomit, Ze rozhodujicu Ulohu hra obor hodnot
zobrazenia h ito, ako je definované zloZzené zobrazenie. Ak totiz H(h) # N, tak prvky N —
H(h) sa pri aplikacii zobrazeni f,g nepouZiju apreto hodnoty f(n), g(n) méiu byt
lubovolné. Teda napriklad, ak h(n) =n+ 2, tak H(h) = {3,4,5, ...} = N — {1,2}. Staci
poloZit f(1) =f(2)=1, g(1) =g(2)=2 af(n) =gn) =n pre kazdé n€N, n > 3.
Potom pre kazdé n € N plati

(feh)(n) = f(h(n) =f(n+2) =n+2=gn+2)=g(h(n) = (goh)n),
tedafoh=gohalef #g.
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Vadsina Studentov nevie vyriesit Ulohu 1 hlavne preto, Ze uvazuju iba také funkcie f, g, ktoré
su definované na celej mnozine N jednym predpisom. Schopnosti riesit ulohu 1 by iste
napomohol poznatok o krateni ,sprava“ v pologrupe (P,0), kde P oznaduje mnozinu
vietkych zobrazeni nejakej pevnej mnoziny X do X, X je aspon dvojprvkovd mnozina, a o je
operacia zloZenia zobrazeni. Pre f, g, h € P totiZ plati:
(Vf,gEPfoh=goh= f = g) < hjesurjekcia.
Nech h: X — X je surjekcia. Nech f,g € P a f oh = goh. Klubovolnému y € X existuje
také x € X, Zze h(x) = y. Potom
fO) =f(r(X) = (f e W)(x) = (g o (%) = g(h(x)) = g(»),
tedaf =g.
Naopak, ak h nie je surjekcia, tak postupujeme podobne ako v tlohe 1. Existuje x, € X, ktoré
nepatri do H(h). Definujme zobrazenia f, g € P takto:
f(x) =g(x) =xprekazdé x € X — {x,}; f(x0) = x0, g(x0) = x1, X1 € X, X1 # X,.
Potomfoh=goh,ale f #g.
Uloha 2. N3jdite také zobrazenia f:N > N, g:N > N, : N> N, aby ho f =hog ale f #
g-
Riesenie. V tomto pripade si treba zase uvedomit, Ze rovnost h(f(n)) = h(g(n)) moéze
platit aj pre nejaké n € N, pre ktoré f(n) # g(n). Moze to nastat, ked' h nie je injekcia. Staci
zvolit f, g, h napriklad takto: f(n) = n pre kazdé n € N, g(1) = 2, g(n) = n pre kaizdé n €
N—-{1}, h(1) =h(2) =1, h(n) =n pre kazdé n €N —{1,2}. Potom (hef)(n)=
(hog)(n)=1pren=1,2a (hof)(n) =(heog)(n) pre kazdé n € N —{1,2}, teda ho
f=hog,alef # g, pretoze f(1) # g(1).

Schopnosti riesit tlohu 2 by mohol napom&ct poznatok o krateni ,zlava“ v pologrupe (P,o),
ktord sme uvaZovali za Ulohou 1. Pre f, g, h € P totiz plati:

(Vf,g€EPhof =hog= f=g) < hjeinjekcia.

Nech h: X — X je injekcia. Potom existuje inverzné zobrazenie h™*: H(h) - X. Nech f,g €
Pa hof =hog.Potom pre kazdé x € X plati:

fx) = idy(f(x) = (W o h)(f(x) = 7 ((ho H(X)) = 7 ((h o 9) (X))
= (Rt o ) (g(x)) = idx(g(x)) = g(x),
tedaf =g.

Naopak, ak h nie je injekcia, tak postupujeme podobne ako v ulohe 2. Existuju x;,x, € X,
Xy # Xy, Ze h(x;) = h(xy). Definujme f,g € P napriklad takto: f =idy, g(x1) = xo,
g(x) = xprekazdéx € X — {x,}. Potomho f = hog,ale f # g, pretoze f(x;) # g(xy).
Uloha 3. Nech f, g st zobrazenia neprazdnej mnoziny X do mnoZiny X a g o f = idy. Potom
f je injekcia a g je surjekcia.

Riesenie. Najskor dokazeme nepriamo, Ze f je injekcia. Keby zobrazenie f nebola injekcia,
tak by existovali také roézne prvky x;,x, € X, pre ktoré by platila rovnost f(x;) = f(x;).
Potom by platilo:

X = dy (%) = (g ° f)(x1) = g(f (1)) = g(f(x2)) = (g ° )(x2) = x2



4 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 4, No. 1, p. 1-6

a to by bol spor. To, Ze g je surjekcia, dokazeme tiez nepriamo. Keby g nebola surjekcia, tak
by existovalo také x, € X, Ze pre vetky y € X by platilo g(y) # x,. Potom ale

Xo = idy(xo) = (g o f)xp) = g(f(xo)) = 9g(o) # Xo
to by bol spor.
Uloha 3 dava navod ako vyrieit nasledujicu tlohu.

Uloha 4. N&jdite také zobrazenia f:N - N, g:N - N, aby g o f = id y, ale aby f, g neboli
bijekcie.

Riesenie. Staci vhodne zvolit f, g tak, aby f bola injekcia, ale nebola surjekcia a g bola
surjekcia, ale nebola injekcia. Tak napriklad zvolme f, g nasledovne: f(n) = n + 2 pre kazdé
n € N. Zobrazenie f je injekcia ale zrejme nie je surjekcia N na N. Vzhladom na rovnost g o
f = idy je zobrazenie g jednoznaéne urcené pre Cisla z mnoziny N — {1,2}. Musi platit
gn) =n—2 pre kazdé n € N —{1,2}. Polozme g(1) = g(2) = 1. Potom zrejme g je
surjekcia ale nie je injekcia, pretoze napriklad g(1) = g(3).

Cely rad vhodnych uloh mozno formulovat o vzoroch a obrazoch mnoizin.

Uloha 5. Nech f: A - B, X;,X, € A. Dokézte inkluziu f(X; N X;) € f(X;) N f(X,). Dokaite
tieZ, Ze rovnost nastane prave vtedy, ked zobrazenie f je prosté.

Riesenie. Plati:
yEfXinX) e FxeX;nX,y=f(x)
?((Elx€X1y=f(x))/\(EIxEX2y=f(x)) © (Y EfX) ANy Ef(X)

ey € fX) N fX).
Implikacia s hviezdickou sa da obratit, ak zobrazenie f je prosté. Ak f nie je prosté, tak
existuju rézne prvky x;, x, € A tak, ze f(x;) = f(x;). Polozme X; = {x,}, X, = {x,}. Potom
fX1nXy)=f(@) =0, f(X) N (X)) ={f(x)}, teda f(X; N X3) # f(X1) N fF(X2).

Uloha 6. Najdite taku funkciu f:R = R aintervaly J;,J, tak, aby mnozina f(J; N J,) bola
vlastnou podmnozinou mnoziny f(J;) N f(J,).

Riesenie. Vieme, Zze mame hladat medzi funkciami, ktoré nie si prosté. Vhodna by bola
napriklad parna funkcia. UvaZzujme funkciu y = x2. Sta¢i zvolit napriklad intervaly (—1,2),

Uloha 7. Najdite takd funkciu f: R — R, Ze ku kazdému readlnemu ¢&islu a existuju prave dve
Cisla x4, x, tak, ze f(x;) = f(x,) = a.

Riesenie. Keby sa malo jednat o zobrazenie z R do R, tak by to nebol Ziaden problém. Stacilo

by vziat napriklad funkciu y =log|x| pri hocijakom zdklade, alebo funkciu y =tg x

31T

v ’ , v, T s . / R . . .
uvazovanu napriklad na mnozine (— > 7) — {E} Funkcia f ma byt vSak definovana na celej

mnozine R. Prva funkcia, nech je to pre konkrétnost dekadicky logaritmus, je krieSeniu
najblizsie. TotiZ pre kazdé redlne Cislo a existuju prave dve Cisla ato 10%, —10%, pre ktoré
plati log |10%| = log | -10%| = a. Treba tuto fukciu pravda ale vhodne korigovat. Treba ju
dodefinovat v bode 0. Nech napriklad f(0) = 0. Tym vsak porusime podmienku pre funkciu
f: f(—=1) = f(0) = f(1) = 0, teda funkcia f by nadobddala hodnotu 0 az v troch bodoch.
Preto musime opravovat hodnotu v bode 1, nasledne v dalSich bodoch, najjednoduchsie
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v bodoch 2, 3, 4, ... . Posunieme hodnotu v bode n na hodnotu v bode n + 1 pre kazdé celé
nezaporné Cislo n. Teda prikladom hladanej funkcie je funkcia f definovana takto:

f(x)={ log |x|, x € R—NuU{0}

log |x + 1], x € NU {0}
Dalie konstrukéné ulohy mozno formulovat pre bijektivne zobrazenia.
Uloha 8. Najdite bijekciu f: N - Z.

RieSenie. MnoZiny N, Z rozloime na dve disjunktné mnoZiny: N = N, UN,,, kde N, (N;)

oznacuje mnozinu vsetkych parnych (neparnych) prirodzenych ¢isel; Z = N U Z;. Lahko
n

zostrojime bijekcie f1: N, - N, f,: N, - Zj. Staci polozit f;(n) = > = " EJ pre kazdé
n€N, a f,(n) = —nT_l = (D" BJ pre kazdé n € N,,, kde BJ oznacuje celd Cast Cisla 2

Takto f(n) = (1) EJ pre kazdén € N.

Z teoretickej aritmetiky je zname, Ze fubovolny interval redlnych cisel mozno bijektivne
zobrazit na [ubovolny interval. N3jst vSak konkrétnu bijekciu v niektorych pripadoch nemusi
byt lahka uUloha. Je to v pripadoch, ked' intervaly su réznych typov.

Uloha 9. Najdite bijekciu f: {a, b) = (a, b).

Riesenie. Najst taku bijekciu uréenu na intervale (a, b) jednym predpisom nie je mozné. Istu
nema patrit do oboru hodnét. MoZzno ho vsak korigovat zmenenim hodndt pre nekonecnu
postupnost bodov intervalu {a, b). Vy¢lefime z tohto intervalu rasticu postupnost bodov,
v ktorych zmenime hodnotu identického zobrazenia. Napriklad uvaZujme postupnost

{ay )=y, kde a, =a+ nT_l(b —a), n € N. Rozdelme interval {(a,b) na dve disjunktné
mnoziny: A = {a,; n € N}, (a, b) — A a definujme zobrazenie f takto:

f(x)={ X, x €{a,b)—A

An+1s x=a, €A

Dokdzeme, zZe f je priklad hladanej bijekcie. Nech x;, x, su lubovolné roézne prvky z intervalu
(a, b). Potom bud st oba z (a, b) — A, alebo z mnoziny A alebo jeden je z {(a, b) — A a druhy
je zA. Vprvom pripade f(x;) = x4 # x, = f(x;); vdruhom pripade x; = a,,, X, = a,,
m=n, f(x;) = ane1 # Aper = f(x3); vtretom pripade nech x; € (a,b) — A, x, €A,
potom f(x;) = x; €{a,b) — A, f(x;) €A a f(x;) # f(x,), pretoZze mnoziny (a,b) — A, A
su disjunktné. Takto sme dokazali, Ze f je injekcia. Zobrazenie f je aj surjekcia. Ak y €
(a,b), tak bud y € (a,b) — A alebo y € A —{a}. Vprvom pripade f(y) =y; vdruhom
pripade y = a,, pre nejaké n > 2, teda f(a,_,) = a,.

Uloha 10. Najdite bijekciu f: (—1,0) = (0, ).

Riesenie. Na zaciatku nekonstruujme hladanu bijekciu priamo. MozZno ju dostat zloZzenim
viacerych jednoduchsich bijekcii. Bijektivne mozno ,prechadzat” postupne intervalmi

(—=1,0), (0,1), (0,1), (0, o0):

fi: (=1,0) = (0,1), fi(x) = —x; f35:(0,1) = (0,0), f3(x) =~ -1,

1
x, x€(0,1) 10,2 .= .
f2:(0,1) - (0,1), fo(x) = ., o { 2’3 }

_—, x=—,nEN
n+1 n



6 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 4, No. 1, p. 1-6

Potom hladana bijekcia je zobrazenie f, kde f = f3 o f5 o f;.

Predpis zobrazenia f ndjdeme tak, Ze najskor najdeme predpis zobrazenia f, o f; a potom

predpis f, f = f3 o (f2 © f1). Plati:

1 2 n—1
—x, xe(—1,0)—{o,—§,—§,...,— - }
(fz° f1)(x) = n n—1
, X = — ,nEN
n+1 n
C+1), x€(-10) {o t z _n-t }
—(= X € (— -0, —=,—=, ..., —
) ) ) 2’ ) ) )
(fro (o i) =9 * | 4 3 "
iy X =— ,nEN

Zaver

Schopnost pracovat efektivne atvorivo so zobrazeniami sa nedd ziskat iba rieSenim
rutinnych uloh. Studentom robia tazkosti hlavne zlozené zobrazenia. Okrem samozrejmych
zakladnych teoretickych vedomosti je potrebné samostatne riesit problémové ulohy a zvlast
konstruovat zobrazenia s vopred danymi vlastnostami.

Literatura
[1] Salat, T.-Smital, J. 1986. Tedria mnoZin. Bratislava: Alfa, 1986.

[2] Vrabel, P. 2005. Heuristika a metodolégia matematiky. Nitra: FPV UKF, Edicia
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Abstract

Math word problems are an essential component of the teaching process of Mathematics. For many pupils,
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Uvod

Slovné ulohy su podstatnou zlozkou vyucovacieho procesu matematiky, pricom ich riesSenie
je sucastou takmer kazdého jej tematického celku. Autor v [1] definuje slovni ulohu ako
matematickd ulohu formulovanid pomocou slov, ktorej rieSenie vyZzaduje jazykové
porozumenie a presah do Zivotnej skisenosti.

V ¢lanku sa budeme venovat nepriamo sformulovanym slovnym uloham, ktoré riesili buduci
ucitelia predprimarneho vzdeldavania. Myslime si, Ze takychto uUloh na uvedenom stupni
vzdeldvania nie je dostatok. Slovné ulohy takéhoto typu maju v uéebniciach matematiky
nezastupitelné miesto a je potrebné ich zaradovat do vyucovacieho procesu.

Nepriamo sformulované slovné tlohy a ich rieSenie

Nepriamo sformulované ulohy prispievaju k rozvoju matematickych schopnosti Ziakov,
logického myslenia a komunikacnych schopnosti. Takéto ulohy predstavuju hlavne
problémové ulohy, kde Ziak jednoznacne nevie, aké matematické operacie ma v ich rieSeni
pouzit, aku stratégiu zvolit v rieSeni, a ako ziskat spravny vysledok.

Je teda pravdepodobné, Ze Ziak bude Uspesny v rieSeni nepriamo sformulovanych slovnych
ulohach, ak nema problém s gitanim textu s porozumenim, nepouziva len naucené algoritmy

*Corresponding author: [rumanova@ukf.sk
DOI: 10.17846/AMN.2018.4.1.7-12
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a dokaze vybrat z poskytnutych Gdajov tie, ktoré vyhovuju podmienkam ulohy a su potrebné
k vyrieSeniu ulohy.

Metodika vyskumu a charakteristika vyskumnej vzorky

Vyskumnu vzorku tvorili Studenti 2. ro¢nika odboru predskolskd a elementdrna pedagogika
Pedagogickej fakulty Univerzity Konstantina Filozofa v Nitre. Vyskumnu vzorku 62 studentov
mobZeme povazovat za reprezentativnu, zber Udajov bol realizovany na tomto subore
Studentov a vyskum mal len deskriptivny charakter.

Studenti riesili test, ktory tvorili nasledujuce tlohy:

A. V ovocnom sade boli vysadené dva druhy ovocnych stromov a to jablone a hrusky.
Zistili sme, Ze jabloni bolo 32, ¢o bolo o 7 viac ako hrusiek. Kolko bolo hrusiek a kolko
vsetkych ovocnych stromov spolu?

B. Matus dostal za dobré vysvedcenie mozZnost vybrat si v obchode dve hracky. Vybral si
auticko, ktoré bolo trikrat lacnejsie ako druhd vybrand lego hracka. Auticko stdlo 12
eur. Kolko eur zaplatili rodicia za obe hracky?

C. Jankova mamicka md v periaZenke dvojeurové mince a péiteurové bankovky. Spolu mad
9 kusov minci a bankoviek. Ktord z niZsie uvedenych sum sa v periazenke Jankovej
mamicky nenachddza? Viyber sprdvnu odpoved.

a) 27 € b) 33 € c) 31€ d) 42€

D. Sportovd sutaZ v atletike prebiehala v 4 disciplinach: beh na 100 m, beh na 200 m,
beh na 400 m a beh na 800 m. V kaZdej z nich boli odmeneni 3 najlepsi beZci. Ako
odmenu mali dostat perd. Organizdtori sutaZe mali pripravenych 32 pier. Kolko kusov
musia doloZit, aby kaZdy odmeneny beZec dostal rovnaky pocet pier?

E. V skolskej jeddIni si mohli Ziaci v stredu po velkonocnych prdzdnindch vyberat z
ponuky piatich obedov: Obed 1 (rizoto s bravéovym mdsom a uhorkou), Obed 2
(hovddzi gulds so zeleninou a varenymi zemiakmi), Obed 3 (dukdtové buchticky s
vanilkovym krémom), Obed 4 (bezlepkové jedlo — zapekané kuracie prsia so
zemiakovou kasou) a Obed 5 (zeleninovy Saldt s tofu syrom). KaZdy Ziak si mohol
objednat vZdy iba jeden obed. Veduca skolskej jeddlne zistovala zdujem deviatakov z
celého rocnika o jednotlivé druhy obedov a svoje zistenia graficky vyhodnotila (vid
Obrazok 1).

Zistite z uvedeného grafu nasledovné:

a) Kolko dievcat si vybralo hovddzi gulds so zeleninou a varenymi zemiakmi?

b) Kolko chlapcov si vybralo zeleninovy saldt s tofu syrom?

c) Kolko deviatakov si vybralo zapekané kuracie prsia so zemiakovou kasou alebo
zeleninovy Saldt s tofu syrom?

d) Obedovalo v stredu viac chlapcov alebo dievcéat?

e) Kto si objednal viac mdsitych jeddl — chlapci alebo dievcata?

f) Kolko deviatakov v stredu obedovalo?



Lucia Rumanova — Julia Zahorska: Nepriamo sformulované slovné ulohy ...

30
Obed 1
25
20
Obed 2
15
Obed 3 10
5 I
Obed 4 0 B [ e
Obed 1 Obed 2 Obed 3 Obed4 Obed 5
B chlapci Hdievcatd
Obed 5

Obrdzok 1: Pocty deviatakov k jednotlivym druhom obedov

Studenti riedili uvedeny test a ziskané rieenia Uloh sme vyhodnotili implika¢nou analyzou,
kde sme zistovali zavislost medzi jednotlivymi krokmi riesenia (vid' didaktické premenné
v dalsej Casti).

Didaktické premenné pre test (a-priori analyza tloh)

V nasom vyskume boli didaktické premenné jednotlivé kroky rieSenia uloh z testu, pricom
ulohy su oznacené velkymi pismenami (A, B, C, D, E) a kroky rieSenia v kazdej ulohe su
oznacené Cislami (vid Tabulka 1).

Tabulka 1: Didaktické premenné pre jednotlivé ulohy v teste

Al | student spravne urcil pocet hrusiek (nepriamo sformulované)

A2 | student spravne urcil pocet ovocnych stromov spolu

B1 | Student spravne urcil cenu lego hracky (nepriamo sformulované)

B2 | Student spravne urcil, kolko eur zaplatili rodicia za obe hracky

C1 | student spravne urcil, Ze suma 27 € sa moOzZe nachdadzat v penaZzenke Jankovej
mamicky

C2 | student spravne uréil, Ze suma 33 € sa mbze nachadzat v penaZenke Jankovej
mamicky

C3 | student spravne urcil, Ze suma 31 € sa nembZe nachadzat v penaZzenke Jankovej
mamicky (nepriamo sformulované)

C4 | Student spravne urcil, Ze suma 42 € sa mobZe nachadzat v penazenke Jankovej
mamicky

D1 | Student spravne urcil celkovy pocet odmenenych sutaZiacich




10 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 4, No. 1, p. 7-12

D2 | student sprdvne urobil rozbor, aky pocet pier je potrebny, ak kazdy odmeneny
dostane 1 pero, 2 perd alebo 3 perd

D3 | Student spravne urcil pocet pier potrebnych na dolozenie (nepriamo sformulované)

E1 | Student spravne urcil pocet dievcat, ktoré si vybrali hovadzi gulas so zeleninou
a varenymi zemiakmi

E2 | Student spravne urcil pocet chlapcov, ktori si vybrali zeleninovy Salat s Tofu syrom

E3 | Student spravne urcil pocet deviatakov, ktori si vybrali zapekané kuracie prsia
so zemiakovou kaSou alebo zeleninovy $aldt s Tofu syrom

E4 | Student spravne urcil pocet diev¢at a chlapcov, ktori v stredu obedovali

E5 | Student spravne odpovedal na otazku

E6 | Student spravne urcil pocet dievcat a chlapcov, ktori si objednali v stredu masité
jedlo

E7 | Student spravne odpovedal na otazku

E8 | Student spravne urcil pocet deviatakov, ktori v stredu obedovali

Tieto uvedené premenné ndm poslizili k Statistickému vyhodnoteniu testu s vyuzitim
programu C.H.I.C. Hodnoty moZu nadobudat pravdivostnd hodnotu 1 (Student pouZzil
pri rieSeni Ulohy) alebo 0 (Student nepouzil pri rieSeni ulohy).

Vysledky Studentov z rieSenia testu

Nasledujuce grafy su vytvorené v uvedenom Statistickom programe, pricom pre
vyhodnotenie vysledkov si vyznamné len dve najvyssie Urovne z konkrétneho grafu, ktorymi
sa budeme dalej zaoberat.

Na Obrazku 2 je strom podobnosti, v ktorom vidiet najvyssiu podobnost medzi premennymi
C1 aC2, t. j. Sstudenti v C. ulohe hlavne zistovali, ¢i sa sumy 27 € alebo 33 € v penaZenke
Jankovej mamicky nenachadzaju. Ak Studenti zistovali, ¢i vyhovuju uvedené sumy zadaniu
ulohy, tak dalSou pokusnou moZnostou bola suma 42 €. Vsetky tieto tri sumy z danych
Styroch moznosti si nespravnou odpovedou. Tieto zavislosti sa dali o¢akavat.

o o

OD‘

Obrdazok 2: Strom podobnosti

Implikativny graf (vid Obrazok 3) predstavuje moznosti, ako Studenti najcastejsie rozmyslaju
nad stratégiou rieSenia danych uloh. Percentudlnu intenzitu medzi jednotlivymi premennymi
naznacuju farebne rozlisené Sipky. [2]

V nasom pripade Cervena farba predstavuje az 99 %, modra farba 98 %, zelend farba 97 %
a najmensia percentudlna zavislost 89 % je v grafe vyznadena Sedou farbou. Kazda dalsia
zavislost medzi inymi premennymi je slabsia ako uvedenych 89 %, tie vsak nezobrazujeme.
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Najvyssia zavislost vyplyva aj zinych grafov. Uloha sa pravdepodobne $tudentom zdala
najjednoduchsia, tak ju vacsina aj rieSila. Uvedend 99 % intenzita sa prejavila aj v rieSeni
D. ulohy, ktoru rieSili Studenti po C. ulohe. Samostatnd mnoZinu premennych tvoria
premenné B1 a B2, to teda znamen3, Ze rieSenie tejto Ulohy nesuvisi s rieSeniami C., D. a E.

ulohy.
EIEIE

EIEDED

E8 C4

D2 C3

()

)

Obrazok 3: Implikativny graf

Dal$im grafom na Obrazku 4 je implikativny strom, kde su zobrazené implikacie alebo
ekvivalencie medzi popisanymi didaktickymi premennymi. Vtomto grafe sa potvrdilo
tvrdenie aj zo stromu podobnosti. Konkrétne sa Studenti v C. Ulohe zaoberali moZnostami
nakombinovat sumu 27 € dvojeurovymi a pateurovymi bankovkami prave vtedy, ked
kombinovali sumu aj 33 €. Ak vyrieSili dané moZnosti, tak sa zaoberali moZnostou
kombinovat sumu 42 €, potom az sumu 31 €, ¢o bola zaroven aj spravna odpoved.

o &

Obrazok 4: Implikativny strom
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Zaver

VrieSeni nepriamo sformulovanych slovnych uloh je velmi potrebny logicky usudok.
Neprekvapili nas nespravne rieSenia zdanlivo jednoduchych uloh z uvedeného testu,
konkrétne A. a B. Ulohy (aZ 8 studentov nespravne vyriesilo ulohy pouZzitim opacnej poctove;j
operacie). Najviac Studentov sa zaoberalo rieSenim C. ulohy, kde mali z uvedenych moznosti
vybrat ta spravnu. Vysledok potvrdili aj ziskané statistické grafy. Ocakavali sme nespravne
riedenia E. lohy. Toto zadanie tlohy bolo zdihavejsie, bolo potrebné &itat s porozumenim
a navyse Studenti museli zistit niektoré Udaje z grafu. Nase predpoklady o vysledku sa vsak
nepotvrdili. Studenti nemali problém spravne vyriedit dand Ulohu. Rieenie ulohy
po spravnom pochopeni grafu uz nebolo zlozité, studenti sformulovali svoje odpovede
na poloZené otazky. MobZieme teda skonstatovat, Ze Studenti videli sdvislosti medzi
kontextom a rieSenim slovnych uloh, vybrali potrebné informdcie zo zadania uloh, ale nie
vzdy spravne pouzili matematicky aparat na ich vyrieSenie.

Zaverom poznamendvame, Ze povazujme za Ucelné, aby nepriamo sformulované slovné
ulohy boli zaradované do vyucovacieho procesu matematiky. R6zne rieSenia takychto uloh
prispievaju  k odhaleniu nespravnych pristupov aformdlnych vedomosti, a taktiez
napomahaju k celkovému rozvoju matematickej gramotnosti.
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Abstract

In Mathematics we define several of kinds of the numerical means. Probably most known are the arithmetic
mean and geometric mean. In last paper we proved the Cauchy’s inequality in different ways, especially by
differential calculus. In this article we will add other ways.
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Uvod

Nech su dané nezaporné redlne cisla &, a,, .. a,. Potom redlne Cislo
a +a,+..+a, , . . - . . - . .

A = nazyvame ich aritmetickym priemerom a redlne cCislo definované

n
vztahom G, =1/aa,-...-a, nazyvame ich geometrickym priemerom. Podla tzv. Cauchyho

AG - nerovnosti plati, Ze A, >G,. Platnost tohto vztahu sme dokazali v[1] ato

predovSetkym prostriedkami diferencidlneho poctu, presnejsSie hladanim lokdlnych C¢i
globalnych extrémov vhodnych funkcii. Na dalSich riadkoch si ukazeme aj iné dokazové
stratégie.

Matematicka indukcia

Podstatu tejto dokazovej metddy vystihuje nasledovné tvrdenie.

Veta. Nech V(n) je vyrok definovany pre kazdé neN. Potom vyroky V(n) su pravdivé
pre vsetky neN, ak plati:

1°V (1) je pravdivy vyrok;

2° pre kazdé keN z pravdivosti vyroku V (k) vyplyva aj pravdivost vyroku V (k+1).

*Corresponding author: mvarga@ukf.sk
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Musime este doplnit, Ze vuvedenom tvare ide asi o najCastejsi pripad matematickej
indukcie. Vo vSeobecnosti vsak prvy krok nemusime nutne vykonat pre n=1, mbzie byt
vykonany pre fubovolné n, e N.

VyuZime matematickd indukciu na dékaz AG — nerovnosti (pozri [2]); malou zmenou je, Ze
prvy krok vykondme pre n=2.

d; +a , ,
12> [aa,, teda vyrok plati pre

2
Z pravdivej nerovnosti (\H—«faz) >0 wvyplyva, Ze
n=2.

Dalej, v druhom kroku by sme pomocou indukéného predpokladu ziskali

a +a,+..+a,

n +a
+a .t +an, n e n-Ya,..a, +a,,
n+1 n+1 n+1

n+1)

Oznaéme aa,..a, =x""Y a . =y™. Potom mame:

n
+ay+..+a,+a, g N-\ady..a, +ag o
A1 —Gna = — A A3y = — N Ay, =

n+1 n+1
nxn+1+yn+1 . nx”+1+y”+1—nx”y—x”y 1 N N N
R i1 =l )y (v |-
_ XYy nx" — yx" L 22 N _X_y(xn_ Ly 22 L N n)_
- n+1( > y Y )_ n+1 Y Y )=
2
=—(Xn_y1) [x”’1+x”’2(x+y)+x”*3(x2+xy+y2)+...+(x“*1+x”*2y+...+y”fl)}zo,
+

¢o vlastne znamena, Ze skuto¢ne A, ;2>G,,;.

Spéitnd indukcia

Istou formou matematickej indukcie je aj dékaz spatnou indukciou. Jej zakladnd myslienku si
predstavime v nasledovnej vete.

Veta. Nech V (n) je vyrok definovany pre kazdé neN, pricom:
(A) V (n) je pravdivy pre nekonecne vela prirodzenych Cisel;
(B) ak V(k), kde k>1, je pravdivy vyrok, tak aj V (k—1) je pravdivy vyrok.

Potom V (n) plati pre vetky neN.

Aplikujme uvedend metddu na AG — nerovnost (pozri [3]).

veys , a, +a
Vyuzitim vztahu —1—2

> afala2 (dokazany vyssie) a indukéného predpokladu mame
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8y +8y +...+ Ay :l(aﬁaz LBty a2k_1+a2kj> Jad, +Jagay + ...+ Jay g
: > ” >

2k k 2 2 ) 2
> '{j’\/ala2 358y [y 18y =K[aa.ay

¢o znameng, ze ak plati A =G, , potom aj A, =G, .

. . - o Xt Xy X
Nech teraz plati AG nerovnost pre nejaké keN, tj. 12 o k > 'fjxlxz...xk , chceme

ukdzat, ze platiaj pre n=k-1.

& +a,+.+a
k-1

Poloime X, =a;, X, =8y, ..., Xeq=a_4; X = . Potom

& +a,+..+3

& +a,+..+a  +

k-1 k e B
Z al~3.2-...~ak_l-
k k-1
a+a,+.+a a+a,+..+a
o122 klzk\/al~a2~...~ak_l~ 172 kL
k-1 k-1

3 +a,+..+a
k-1

k
qt+ay+.+3
( k_l Zal'az"ak_l

k-1
@( k_l Zal'az'...'ak_l<:> k_l Z al'az'...'ak_l,

¢o sme potrebovali ukazat.

Ohranicenie urcitého integrdlu

Znovu si na uvod povedzme, z ¢coho budeme vychadzat pri tretej dokazovej stratégii (pozri
[4]).
Veta. Nech fec(a;b), m= min f(x), M = max f(x). Potom

xe(a;h)

m(b—a)s? f(x)dx<M (b-a).

Ak tuto vetu (s jednoznacnou geometrickou interpretaciou) aplikujeme na funkciu f (X) ==
X
na intervale (a; b), pricom O<a<b, dostavame (1) 5 <ln=-<——2.

Prepiime teraz vztah A >G, do tvaru (A,)" >a -8, ...-a,. Navyse, dané &isla a,

(j=1,2,..,n) mozno usporiadat tak, aby pre nejaké keN platilo
(2) a<a,<..<a <A <a, <, ,<..<a,.

* Inym spdsobom, ako dokazat tuto nerovnost, je vyuZit Lagrangeovu vetu o strednej hodnote pre funkciu
F(x)=Inx nauvedenom intervale.
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Pomocou (1) a (2) dostaneme

-a -a —a
Ao, A, A Slni+lni+...+lni,
A, A, A, Cl] a a
k
—(a,+a, +...+a
resp. (3) KA (8 + 3, k)sln (A) .
A’I al‘az'ak
Zo vztahov (1) a (2) tiez mame
In ak+1+ln ak+2+m+|na_gak+l_A1+ak+2_A1 +...+an_A1,
A, A, A, A,
resp. (4) In ak+l'ak+2n;;<"'an S(ak+1+ak+2+"'+an)_(n_k)ph )
(A) A
lavd strana (3) apravad strana (4) je rovnaky vyraz, preto plati
k
R T R (Ah)

— <In
(A) YR PRUEE- W)

k
T R T R < (Ah)

(A ara.a

In

, Cize (vdaka monoténnosti funkcie y=Inx) ziskavame

zapis , odkial' uz dostdavame AG nerovnost.

Nerovnosti redlnych cisel

AG nerovnost sme vys$sie dokazali uz viacerymi spOsobmi, ale predsa len poklisme sa
minimalizovat naSu namahu avyuZit elementarnejsie stratégie. Skisme teraz wvyuzit
nasledovnu lemu (pozri [5]).

Lema. Nech su dané redlne Cisla  0<x <X,<X;; 0<y,<y,<Yy;. Potom
X, Y1+ X Yo +X3Y3 2 X Vi +Xo V) + XV = X Y3+ X Yo + X3y, kde Kk, I, m je lubovolnd
kombindcia ¢isel 1, 2, 3.

Zacnime tym, Ze zadané Cisla a;

i (J=1,2,..,n) usporiadame podfa velkosti,

prezname potom & >a, =...2a,.
a  a, 3a,...a,

Definujme teraz Cisla tvaru —, ——5 . =1 atiez Cisla k nim prevratené, t;j.
Gn Gn Gn
Gy, Gy G,

, y e, —— =1,
a aa, a,3,...a,

Ak zovSeobecnime uvedenu lemu, tak najmensiu moznu hodnotu suc¢tu sucinov dvojic Cisel
z prvej skupiny a z druhej skupiny dostaneme, ak vynasobime po rade najvacsie prvky z prvej
skupiny s najmensimi prvkami z druhej skupiny. Preto (hoci nedokaZzeme porovnat navzajom
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v, a a,a dqa,...a s vy . . . . v . .
gisla =, 1—22, . Lﬂ”; najvacsSiemu z nich zrejme odpoveda najmensia prevratena
Gn Gn n
hodnota atd.) méZeme pisat
2 n n-1
n_ﬁ%JralaZ G, L Aeay G, LA Al %Jr L 48,8 G,

—_ 2 s n —_ 2 e n ’
G, a G axy G," aa.a, G, G~° & G," &dy.dy s

a a a
resp. N<—+4+—2 4.+

n n n

, odkial'uz vyplyva, ze G, <A, .

Euklidova veta

Posledny dékaz sa mozno nie celkom hodi k predoslému textu, kedZe ho vykoname len pre
pripad dvoch cisel. Avsak pri hladani jednoduchsich dokazov sa prirodzene dostavame aj ku
geometrii, ktora nam pomaze svojou nazornostou. Vyuzijeme Euklidovu vetu o vyske.

Veta. Obsah Stvorca zostrojeného nad vySkou pravouhlého trojuholnika sa rovna obsahu
obdiznika zostrojeného z oboch tsekov prepony, tj. v2 = C,-Cp-

VyuZime oznacenia zobr. 1. Zostrojme Talesovu kruznicu so stredom vbode Snad
priemerom AB, trojuholnik ABC je potom pravouhly. Podla Euklidovej vety o vySke potom

plati, ze v2=|PC|* =| AP|-| PB|=a,-a,, tife v=\la -a,.

v , . e avwe v . . a, +a
Aviak tato hodnota nie je va&sia ako polomer kruznice, tj. v<|SD|=-1—%.

" , .  +a. . ., Y -
Spojenim tychto faktov dostadvame a/al-a2 S%, resp. respektujuc nase doterajsie

znalenie plati G, <A, .

ai as

Obrazok 1
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Zaver

V matematike pozname viacero druhov priemerov z n nezapornych realnych Cisel a;.

Okrem uZ spomenutych, moézeme pridat harmonicky priemer Hp, ¢i kvadraticky priemer K.
Pritom plati H,<G, <A, <K,. Vlanku sme ukazali réznymi technikami platnost
prostredného vztahu, pricom sme sa snazili o isti rozmanitost — pouZili sme matematicku
indukciu (ako jeden zo zakladnych typov dbékazov ma tematike), vlastnosti urcitych
integralov, vlastnosti redlnych cCisel a operacie nasobenia, ¢i napokon sme si situaciu
zjednodusili a preniesli do dvojrozmernej roviny. Na kazdom type dokazu sa da ocenit jeho
ista matematickd krdsa, i uz ho povazujeme za prili$ zloZity ¢i prili§ jednoduchy. Zaroven
mbZeme dufat, Ze Citatel (Student matematiky) si tam najde ten ,,svoj“ oblUbeny.
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Abstract

In this paper we present a simple proof of the Ivory’s Theorem for 2-dimensional case in Euclidean geometry.
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Introduction

Ivory’s Theorem is one of the famous statements with wide applications in Physics and due to
exist many generalizations, tabular referred in [1]. We concerned with proof of the simplest
2-dimensional version. To prove it, we use an elliptical coordinate system [2]. From this point
of view, in this paper the problem is analyzed like a didactical note to conics and their
attractive properties.

Confocal conics

Confocal conics are conics sharing the focuses. The set of confocal conics (ellipse, hyperbola)
is states by equation
x* Y (1)
a?—1 b2—-21 ’
where a is the semimajor axis, b is the semiminor axis and A € R is parameter. We can
suppose that b? < a?. It holds true that

a) for —oo < A < b? the equation (1) represents an ellipse,

b) for b? < A < a? the equation (1) represents a hyperbola.

Short history of the Ivory’s Theorem

The original version of this theorem deals with confocal quadrics. British mathematician
James Ivory (1765-1842) computed the gravitational field created by a solid homogenous
ellipsoid. In particular, French mathematician Michel F. Chasles (1793-1880) formulated the
statement what is now famous like the lvory’s Theorem. [3]

Theorem

The diagonals of a quadrilateral made by arcs of confocal ellipses and hyperbolas are equal.
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Proof. Let us consider two confocal ellipses

x2 yZ x2 yZ (2)
= 1, k = = 1,

4 Tron T, b

for0 <b<a,—o <A <bh?—00< A3 <b? A #As.

k =
1 az

The confocal hyperbolas corresponding to the focuses of the ellipses (2) have equations

x? y? x? y? (3)
—/12+b2—/12=1, k4:= a? + =L

forb? <1, <a?,b? <A, <a? A, #,.

k =
2 az

_A4 bz_lzl_

Fig. 1a Fig. 1b

Let us fix the intersection points

My, =kyNky, My, =k, Nk,, My, =k, Nk;, M3, = k3 Nk, inthe 1 quadrant (see Fig.
1a). Their coordinates are in the form

(a?-1)(a?-2))  [(b2-2)(b2-2 (4)
Myj[xij, yij] = My, [\/ T \/ bi—a? |

The labels of the coordinates of the points M;; in (4) will be fixed for the purpose of the
following computing.

1) At first we prove that |[M;,M3,|? = |M;,M5,|? . Let us calculate
|M1;M34]* = (215 — x34)% + (V12 — Y34)?
|M1,M3,]* = x122 + x32'4 + Y122 + Y3?4 — 2(x12X34 + Y12Y34)

(m;;l(az —A) | JITE (b7 — m)

4
|M12M34|2:2(a2+b2)—z/1i_2 laz — b2| |b2 — a?|

i=1

And finally we obtain
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4 4 4
|
|M12M34|2 = 2(612 + bz) - z Ai - m 1_[(612 - /11) + H(bz - /11) (5)
The result is symmetrical in permutation of indices. It implies that |M;,M3,|? = |M;,M5,|?.

2) The restriction for the curved quadrilateral M, M;,M5, M, is not necessary.

Another curved quadrilaterals can be considered, e.g. M ;N;4N3,M3,, M;,0,,03,M3, and
M, P;4P34M5, (see Fig. 2a, b, c). We compute the square of the lengths in these cases.

Remark. Visually, in Fig. 2 we fix the curved side M;, M, and the point M, , resp. M5, "move along” the ellipse k;,
resp. ellipse k, to the corresponding intersections points.

Fig. 2a Fig. 2b

Fig. 2c

In previous notation and in usage of axial symmetry of conics, we derive that Ny4[—X14, Y141,
N3, [_x34; )J34] . Holds
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|M13N341% = (X1 + x34)% + (V12 — ¥34)?
|M1;N34]% = x%z + x§4 + )’122 + )’3?4 + 2(X12X34 — Y12¥34)

MizNal? = 2(a% + b2) = Tty 2 + o (VT (@2 = 1) = JTTZ, (7 = 4))  (6)

By analogy, the result is symmetrical in permutation of indices. It implies that

|M12N34|2 = |N14M32|2-

Following the ideas, we obtain 0;4[—X14, —V14], O34[—X34, —¥34] and holds

IM13034]% = (X1 4+ X34)% + (Y12 + ¥34)?

IM1;N341? = 2(a® +b?) — Xi A + 2 (\/H?:l(az - )+ \/H?:l(bz - Az)) (7)

a?—b?
It also implies that
|M12034|2 = |014M32|2-
Finally, for the points Pj4[x14, —V14], P3alX34, —V34] we derive

IM15P341% = (x13 — x34)% + (V12 + ¥34)?

IMioPsal? = 2(a% + ) = By 4+ — (—VTT, (@2 = 2) + VT, (02 = 1)) (8)

aZ_bZ
We obtain that
|M12P34-|2 = |P14M32|2-

Fig. 3a Fig. 3b

3) If we apply the axial symmetry of the conics, then we construct another curved
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guadrilaterals which corresponding diagonals have equal lengths. In Fig. 3a-c, the situations
related to fundamental positions of diagonals in Fig. 2a-c are drawn. The reader can verify
that in all cases we obtain the one of the formulas in form (5) — (8). [

Fig. 3c

Conclusion

We proved the planar version of the famous Ivory’s Theorem in Euclidean plane by using the
confocal elliptical coordinates. The classical result for curved quadrilateral lying in the 1%t
guadrant was extended. We derived the formulas for square of the lengths of the diagonals
of the fundamental quadrilaterals, too. Application of axial symmetries of the conics allows us
to demonstrate that there exist only four different values of the lengths of the diagonals.
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Abstract

In this article we discuss the importance of visual thinking development and visual competence of students in
mathematics education. We used few examples of graphical form of representation as evidence from history to
demonstrate its positive influence on mathematical analysis and mathematics education.
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Uvod

Dnes Zijeme v dobe, k nazvu ktorej mdzeme bez nadsadzky pridat i privliastok
vizudlna. Obrazy v televizii, na internete, najma vo forme reklam ¢i Sotov, ale aj v klasickych
printovych médiach (novinach, ¢asopisoch a knihach) maju spravidla dokonaly dizajn, aby
nas zaujali vizualne. Nikdy predtym nebol vplyv vizualnych obrazov pre manipulovanie a
zamerné ovplyvnovanie ludi tak velky ako dnes. O sile p6sobenia vizualnych obrazov, o sile
myslenia v obrazoch sveddi aj skutocnost, Ze hoci su niektoré obrazy celkom jednoduché az
trividlne, vystihuju a vyjadruju hlboké a komplexné myslienky. Preto je iste velmi dolezité
rozvijat u kazdého ¢loveka schopnost vizudlneho myslenia.

Vacsina z nds sa narodila s darom vizualnej inteligencie. Spomernme si, ako nas
v predskolskom veku bavilo malovat, kreslit ¢i modelovat. BohuZial, pokial tuto schopnost
mysliet vizudlne cielene dalej nerozvijame, s pribudajucim vekom ju postupne stracame, na
¢om ma nemaly podiel aj sucasné vzdeldvanie, ktoré kladie akcent viac na slovd a ¢isla. To je
iste na Skodu veci, pretoZe vizualne (obrazovo-nazorné) myslenie je U€innym ndstrojom pre
rieSenie nielen praktickych manipulativnych problémov, ale aj abstraktnych problémov,
vrdtane problémov matematickych.

V tomto ¢lanku nas bude najviac zaujimat problematika vizualizdcie a vizudlneho
myslenia, resp. vizudlno-priestorového myslenia. Arcavi vymedzil pojem vizualizaciu v praci
(Arcavi, 2003). nasledovne:

,Vizualizdcia je schopnost, proces a produkt tvorenia, interpretdcie,
pouZivania a reflexie obrazov, predstdv, schém v nasich mysliach, na papieri

alebo s pouZitim technologickych ndstrojov, s cielom opisovat a komunikovat
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informdcie, mysliet a rozvijat doposial nezndme myslienky a nasledujuce

pochopenia.”

Podla Gardnera (Gardner, 1999) su jadrom vizudlno - priestorovej inteligencie
schopnosti, ktoré zaistuju presné vnimanie vizudlneho sveta, umoZnuju transformovat a
modifikovat povodné vnemy a vytvaraju z vlastnych vizudlnych skusenosti myslienkové
predstavy, aj ked uZz Ziadne vonkajSie podnety nepoOsobia. Vdaka tymto schopnostiam
mobzeme konstruovat rézne tvary alebo s nimi manipulovat. Medzi charakteristické ¢rty
priestorovej inteligencie sa zaraduje presné zrakové vnimanie, kreslenie (grafické
znazornenie) a manipulovanie s imaginarnymi objektmi.

Pojem vizualizdcie spravidla chdapeme vo viacerych zmysloch: je to vysledok
(produkt), aj samotny proces tvorby vizualizdcie a je to tiez i interpretacia existujucich
obrazkov, kresieb a ich reflexia (zrkadlenie) obrazmi v nasej mysli, i interpretdcia vizudlnych
predstav vytvorenych iba nasou myslou samotnou.

Hoci tieto tri polohy (objekt vizualizdcie, introspektivna vizualizdcia a interpretdcia
vizualizdcie) zjednodusuju diskusiu, si€asne vnasaju do diskusie o vizualizacii rézne hladiska
a neraz celu problematiku dost komplikuju. Ndkonecény (2004) upozorfiuje, ze vizualizdcia sa
mbze opierat nielen o predstavy konkrétnych objektov a pohybov, ale aj o predstavované
schémy a strukturované diagramy, ktoré reprezentuju predstavy vztahov medzi skumanymi
objektmi. MentdIne operdcie s obrazmi moézu byt dopliiované skutoénymi manipulaciami
aspravidla do konkrétnej manipuldcie aj vyustuju. Skutoénost reprezentuji najma
Strukturdlne vztahy a funkéné vztahy, pricom oba moziu byt reprezentované predstavami:
v mysli méZzeme mat nielen obraz danej situacie a siéasne si mdzeme predstavit, ¢o sa stane,
ak sa v danej situacii nieco zmeni.

V uvedenej suvislosti je vhodné poznamenat, Ze napriek tomu, Ze existuju aj
nenazorné spbsoby myslenia, transformacia abstraktného na nazorné pomaha pochopit
abstraktné. Vizualizacia patri k zakladnym kognitivnym stratégiam v tvorivosti, objavovani,
vynaliezavosti a schopnosti riesit problémy. Z ludskej schopnosti vidiet (predstavit si) veci
ajavy vyplyva aj schopnost induktivne mysliet. Obrazy su pre tvorivé myslenie podstatné,
pretoZe velkd Cast nasej inSpirdcie sa deje v obrazoch.

Vyznam vizualizacie potvrdzuje zistenie, Ze najvacsia ¢ast mozgovej kory je zamerana
prave na videnie a vizudinu analyzu. Koniec-koncov dokumentuju to ivSeobecne zname
prislovia: ,LepSie raz vidiet, ako tisickrat pocut.”,. ,Jeden obraz povie viac ako tisic slov.” a
pod. Mnohé z naSich myslienok su transformované do obrazov a pravdepodobne su aj takto
zakdédované. Napriklad, ked si spominame na dej romanu, ktory sme Ccitali v minulosti,
zapletku deja si vybavujeme spravidla skor ako sled obrazov, neZ ako retazec slov pouZzitych

autorom.

Ma vizualizdcia vyznam aj pre vysoko abstraktné a exaktné vedy, medzi ktoré patri
v prvom rade matematika?

Je vhodné si uvedomit, Ze vizualizacia a vizudlne myslenie daleko prekracuje ramec
fyziologického zraku ¢loveka. Krasnym, i ked smutnym prikladom, je osud Leonharda Eulera
(1707 - 1783), jedného z najvacsich matematikov v histérii ludstva. L. Euler najprv oslepol
na jedno oko aneskorSie Uplne. Napriek tomuto hendikepu dokazal vytvorit cely rad
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vynikajucich a rozsiahlych diel. Novsim pripadom bol osud ruského matematika L. S.
Pontriagina (1908 - 1988), ktory oslepol uz v strnastich rokoch pri vybuchu petrolejového
vari¢a. Avsak, stal sa vynikajucim matematikom. Predovsetkym vdaka pomoci jeho matky,
ktord mu citala matematické ¢lanky. Je teda viac ako zrejmé, Ze vytvorit také Uzasné diela,
aké nam zanechali len tito dvaja matematici, je s absenciou pokrocilych vizualizacii a
rozvinutého vizudlneho myslenia urcite nemozné. Hoci uz z tychto prikladov sa dd odpoved
na poloZzenu otazku tusit, nechajme este prehovorit niekolkych vyznaénych matematikov,
resp. teoretickych fyzikov, ktori sa k tejto problematike vyjadrili.

Podla francuzskeho matematika Jacquesa Hadamarda (1863 - 1965) vizualne
myslenie je velmi déleZitou sucastou myslenia matematikov. Vo svojej knihe (Hadamard,
1945) cituje list od Alberta Einsteina (1879-1955), v ktorom Einstein piSe, ze podstatou jeho
myslenia st obrazy. Einstein sa v uvedenom liste vyjadruje takto:

»Slovad prirodzeného jazyka, v pisanej ¢i hovorenej forme, ako sa zdd,
nehraju Ziadnu rolu v mechanizme méjho myslenia. Psychické entity, ktoré
su podla vsetkého prvkami myslenia, su isté znaky a viac-menej jasné
obrazy, ktoré mézu byt lubovolne reprodukované a kombinované. Je tu
samozrejme aj isté spojenie medzi tymi prvkami a relevantnymi
matematickymi pojmami. Je tieZ jasné, Ze Zelanie dosiahnut nakoniec
logicky spojené pojmy je emociondlna bdza tejto trochu nejasnej hry so
spomenutymi prvkami. VyssSie zmienené prvky su v mojom pripade
vizudlneho a niekedy muskuldrneho typu. Ak zoberieme tuto kombinatdrnu
hru z psychologického hladiska, zda sa, Ze je zdkladnou vlastnostou
produktivneho myslenia... Konvencné slova ¢i iné znaky musia byt prdcne
vyhladdvané aZ v druhej fdze, aZ ked' zmienend asociacnad hra je ukoncend a
dostatocne upevnend, ktoru potom méZeme lubovolne reprodukovat.”

Poznamenajme tieZ, Ze silu a délezitost vizualizacie dokazuju uz formulacie, resp. zadania
rozliénych hlavolamov a problémov s redlnym kontextom, ktoré spravidla obsahuju obrazy,
vizualizdciu problémovej situdcie, ako prirodzené a urcite velmi dolezité prostriedky pre
hladanie ich rieSeni. Dobrym prikladom je napriklad uloha , riesit labyrint“. Jeho slovny opis
moze byt totiz tak tazkopadny, Ze potencionalny riesitel problému by mal velké problémy
situacii vobec porozumiet, nieto esSte uvaZovat o jeho riesSeni. Inak povedané, v mnohych
pripadoch je obrazotvornost (schopnost predstavovat si veci a deje vo forme vizualnych
predstav a myslienok) ovela vyhodnejsia a efektivnejsia ako verbdine uvaZovanie.

Hoci z teoretického hladiska su lingvistika a obrazotvornost rovnako produktivne, v
praxi jednoznacne vyhrava obrazotvornost. Pravdepodobne je to spbsobené tym, Ze k
hlavnym vyhodam obrazotvornosti vo vztahu k lingvistike sa daju identifikovat minimalne tri
zjavné atribaty: paralelizmus, rychlost a mnohorozmernost.

Paralelizmus tkvie v tom, Ze lingvistické deje sa totiZ spravidla odohravaju v ¢asovej
ndslednosti, na rozdiel od obrazu - napriklad pri sledovani filmu, kde naraz vnimame gesta ¢i
pohyby, resp. interakciu dvoch, troch ¢i viacerych osb6b. Tento atribut je prirodzene
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hmatatelny aj pri vizudlnom vnimani Strukturovaného matematického diagramu, ¢i grafu
funkcnej zavislosti nejakej veli¢iny od inych veli¢in, ktoré nam spravidla odhali aj dalsie,
dovtedy skryté suvislosti. Rychlost suvisi stym, Ze obraz zndzoriujuci isté matematické
vztahy a suvislosti pochopime ovela rychlejSie a komplexnejsie ako pri lingvistickom
uvazovani - casto jednym pohladom. Mnohorozmernost suvisi stym, Ze vizudlna
obrazotvornost je médiom, ktord ndam umoZriuje videnie v dvojrozmernom (i
v trojrozmernom priestore, ¢im myslienke poskytuje nové dimenzie, novy ,priestor”.

Problematika vizualizacie (nazornosti) v matematickom badani je povaZovand za
jednu z najdéleZitejSich v rozvoji matematického myslenia. Vyznamny nemecky matematik
David Hilbert (1862-1943) (Hilbert - Vossena, 1932) sa o problematike nazornosti
v matematike, Specidlne v geometrii, ktord je mozné povazovat za zakladny zdroj nazornych
predstav matematickych pojmov i tedrii - vyjadril nasledovne:

»V matematike sa stretdvame, podobne ako v inych oblastiach bddania,
s dvoma tendenciami: s tendenciou k abstrakcii a s tendenciou k ndzornosti.
Tendenciou k abstrakcii sa snaZime na zdklade logiky oboru jednotlivé
discipliny systematicky usporiadat. Ndzornost vychddza skér zo Zivého
nazerania a ich obsahovych vztahov. V geometrii viedli abstraktné principy
k velkolepym  systematickym stavbdm, akymi su napr. algebrickd
a Riemannova geometria a topoldgia. V nich sa podarilo sSiroko aplikovat
abstraktné uvaZovanie, symboliku a kalkuly. Napriek tomu vsSak ndzornost
zohrdava dodnes vyznamnu ulohu v geometrii, a to nielen ako podnecujica
sila v badani, ale aj z hladiska chdpania a posudzovania vysledkov vedeckého
bddania.”

Vseobecné poznamky k vyznamu vizualizacie pre vyucovanie Skolskej matematiky

Za dolezity milnik v pestovani vizudlnej kultiry je moiné povaZovat dielo vyznamného
Ceského pedagdga J. A. Komenského (1592 — 1670) s nazvom Orbis Pictus, ktoré prvykrat
vySlo v roku 1658. Zdalo by sa, Ze o dbleZitosti ndzornosti a vyzname rozvoja vizudlneho
myslenia pre vedu i pre samotné vyucovanie a ucenie sa matematike dnes uZ nikto
nepochybuje. Nie je to vSak celkom tak. Napriek velkému mnoiZstvu prac (¢i prave preto),
ktoré sa zaoberaju vizualizdciou vo vede a vo vzdeldvani, vratane matematiky, vznikla vo
vede o vzdeldvani zaujimava situdcia. Kym vo vSeobecnosti vedeckd komunita zaoberajlca sa
vzdeldvanim priznava uZito¢nost a Gcinnost vizualizacie vo vzdeldvani, vedecka komunita pre
matematické vzdelavanie sa k tomuto problému stavia pomerne vlazne.

Konkrétne, dvojica G. Hanna a N. Sidoli v praci (Hanna. — Sidoli, 2007) rozdeluje

suc¢asnych matematikov a didaktikov matematiky - podla ich ndzorov na postavenie
vizualizaciu v matematike a jej vzdeldvani - do troch zdkladnych skupin.
Prva skupina akceptuje vizualizaciu ako doplnok doékazu, druha povazuje vizualizaciu za
zakladnu a délezitu (nie vSak postacujucu) cast dokazu a tretia skupina matematikov tvrdi, ze
vizudlnu reprezentaciu je mozné akceptovat ako dokaz matematického tvrdenia. Uvedeni
autori sa priklanaju k nazoru, Ze vacsina suc¢asnych matematikov je presvedcena o tom, Ze
vizualne obrazy a vizualne reprezentdcie zohravaju sice doélezitu, ale predsa len obmedzenu
ulohu v dékazoch.
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Na druhej strane B. Casselman (2000) tvrdi, Ze
»...napriek odporcom...obrdzky — dokonca aj ked'su iba v psychike ¢loveka
— Casto hraju klucovu rolu v logickych dékazoch” a mo6zu ,v sebe niest
informdcie, niekedy celé dékazy."

J. Borwein a L. Jérgenson si tiez kladu otazku, ¢i moze obrazok sluzit ako forma ,vizudlneho
dbékazu“. Aj ked ich odpoved je kladna, trvaju na tom, Ze takyto ,vizudlny dékaz" by mal
spiiat minimalne tri zakladné podmienky (ktoré viak nepovazuju za Gplné):
e spolahlivost — prostriedky veduce k dékazu maju byt spolahlivé;
e zhoda — prostriedky a vysledok dokazu musia byt v zhode s ostatnymi znamymi
faktami a dokazmi;
e opakovatelnost — dbkaz by mal byt jednoducho znovu demonstrovatelny inému
pozorovatelovi.
Tito dvaja matematici pripisuju vizudlnemu doévodeniu a argumentacii v matematike velku
dolezitost. Dokonca tvrdia, Ze niektoré vizudine reprezentdcie je mozné povazovat za Uplny
dokaz daného tvrdenia.
Na druhej strane (Co je pravdepodobne spdsobené, uz vysSie uvedenym, vlainym az
odmietavym postojom nemalej skupiny ,ortodoxnych” matematikov k vizualizacii), nie je
mozno celkom prekvapujuce. Ide o to, Ze vizualne metddy rieSenia problémov, vratane
osvetlovania matematickej argumentacie prostrednictvom geometrickej analdgie su, napriek
svojej vysokej ucinnosti, pomerne zriedkavé v ucebniciach matematiky. Potvrdzuje to i vyrok
sucasného matematika a vyznamného didaktika matematiky /ana Stewarta:
,0brazy prendsaju omnoho viac informdcii neZ slovd. Mnoho rokov
sme odvykali Ziakov pouZivat obrdzky, pretoZe , nie su presné”. To je smutné
nedorozumenie. Ano, obrdzky nie su presné, ale pomdhaju mysliet, a
takouto pomocou by sme nemali opovrhovat.”

Vizualizdacia je prirodzenym a velmi doleZitym prvkom matematického myslenia, ktora hrd
velku dlohu pri objavovani vztahov a suvislosti medzi matematickymi objektmi v prenose a
komunikacii v matematike. Pekne to vystihol aj vyznamny cesky matematik P. Vopénka
(1935 - 2015):

»Neuzndvdni obrdzk( a ndcrtk( za plnohodnotny splsob sdélovdni
matematickych poznatk(, to je disledné trvani na uplnych slovnich
popisech  sdélovanych  poznatki, vyrazné  umrtvuje  dynamiku
matematického pozndvani.” (Vopénka, 2004)

Spomenme tiez, Ze aj zndmy popularizator matematiky Martin Gardner (1914 — 2010)
zdo6raznoval, Ze strohy a pre niekoho i ,nudny” dokaz matematickej vety moéze byt Casto
doplneny jednoduchymi a krasnymi geometrickymi analdgiami, z ktorych je pravdivost vety
zrejma hned na prvy pohlad (Gardner, 1973).

word: Excercises i Visual Thinkings” od R. Nelsona (Nelson, 1993), kde je mozné najst vela
podnetnych vizualizacii, z ktorych pravdivost daného tvrdenia (naj¢astejsie v tvare rovnosti Ci
nerovnosti) je Uplne zrejma. Tieto obrazky (vratane nevyhnutného minima vztahov a
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suvislosti vo forme symbolickych zapisov pre lepSie pochopenie, prip. slovhé pomenovania
tam vystupujucich objektov) poskytuju, aj podla nasho nazoru, vizualne potvrdenie
skimaného tvrdenia, ktoré je mozné povazovat aj za jeho matematicky dokaz.

Zd3 sa, Ze situdcia je ovela jednoduchsia, ak sa obmedzime na vyucovanie geometrie
na zakladnych a strednych, ¢i dokonca aj na vysokych skolach. Vizualizdcia je prirodzenym a
velmi dolezitym prvkom matematického myslenia v geometrii, ktora hra velkd udlohu pri
objavovani vztahov a suvislosti medzi matematickymi objektmi v prenose a komunikacii v
matematike. Na zaciatku poznavacieho procesu je priame zmyslové poznanie skutocnosti
(zmyslova skusenost), potom sa tvoria predstavy, a az potom pojmy. Zmyslova skusenost je
zakladom atvori pramen poznavania skutocnosti. Pre priblizenie uvedme zddévodnenie
platnosti (,d6kaz") Pytagorovej vety, ktoré je reprezentované dvojicou zhodnych Stvorcov
(pozri obr. 1). Vtomto pripade totiz nemusime ni¢ pocitat. Staci si iba uvedomit, Ze obsahy
vySrafovanych casti (pozostdvajuce zo Styroch zhodnych trojuholnikov) oboch Stvorcov
(majucich rovnaky obsah) sa rovnaju, preto sa prirodzene rovnaju aj obsahy nevysrafovanych
asti oboch $tvorcov, ¢o viak znamena, Ze plati a? + b? = ¢? . Samozrejme, ze mdZu vzniknut
pochybnosti, ¢i toto je mozné naozaj povazovat za korektny dokaz Pytagorovej vety.

Treba si vsak uvedomit, Ze v geometrii existuje velmi dlha tradicia pouZivania
diagramov pri jej vyuCovani, preto po odstraneni (doplneni) urcite nie celkom trivialnych
namietok, je mozné uvedeny diagram za skolsky dokaz tejto vety uznat. Na druhej strane je
zrejmé, ze ,vidiet” v uvedene] dvojici diagramov dékaz nejakého matematického tvrdenia,
nie je mozné bez predchadzajucej skisenosti. Umeniu vidiet v danej vizualizdcii identifikovat
na obrazku, resp. v mentalnej predstave, isti matematickd Strukturu, resp. objavit a vidiet
uréité vzajomné suvislosti a rela¢né vztahy medzi nejakymi kvantitami, ktoré su pritomné
v danej vizualizacii, sa musime tieZ naucit.

b a a b

b a b a

Obrazok 1. Dbkaz Pytagorovej vety

Z hladiska akceptacie vizualizacie ako podporného prostriedku pre zdoévodnovanie
zaverov je o cCosi zloZitejSia situdcia v ostatnych matematickych disciplinach, napriklad
v matematickej analyze a algebre. V elementarnej matematickej analyze k zdkladnym
objektom vizualizacie patri graf funkcie. Pripomenme si, Ze zavedenie a skimanie funkcnej
zavislosti ako matematického objektu spolu s jeho grafickym zndzornenim patri
k vyznamnym, ale neskorSim milnikom vyvoja matematiky. Hoci prvé zaciatky znazornenia
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grafu funkénej zavislosti nachadzame uz v dielach N. Oresmeho (1323 - 1382) a R. Descartesa
(1596 -1650), zakladatela analytickej geometrie, k Uplnému rozvinutiu uceniu o funkciach
dochddza az v 18. a 19. storoci v dielach I. Newtona (1643 — 1727), G. W. Leibniza (1646 —
1716), L. Eulera (1707 — 1783), A. Cauchyho (1789 — 1857) a K. Weierstrassa (1815 -1897).
Poznamenajme, Ze kreslenie a interpretaciu grafov funkcie je jedno najbeZnejSich vyuziti
vizualizacie v Skolskej matematike. Jednoduchy rovinny graf je geometrickou reprezentacia
vztahu medzi dvoma premennymi.
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3 S 60
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2 g 404
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_ Z 20
1
1930s I 1940s I 1950s I 1960s ' 1970s I 1980s I 199Ds| 2{".100—.
2009
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Obrazok 2. Graf funkcie f:y = x? Obrazok 3. Pocty publikovanych ¢lankoch o vizualizacii v obdobi 1930-

2009 (zdroj:Philips-Norris-Macnab, 2010)

Na obr. 2 je zndzornend &ast grafu funkcie f:y = x2,x € R, ktorou sa zaoberal uz Galileo
Galilei pri studiu volného padu telesa. Od studentov strednych $kol sa ocakava, Ze pochopia
7e funkcia f zadana rovnicou y = x? agraf tejto funkcie G(f) = {(x,y):x E RAy = x?}
koduju tie isté matematické informacie. Teda jej symbolickd reprezentacia v tvare formuly
a aj jej graficka reprezentacia predstavuju dve stranky toho istého objektu.

Tato dualita pojmu funkcia stavia pred tvorcov ucebnych osnov a autorov ucebnic
doleZitu otazku. Co bude pri $tudiu funkcii na strednej $kole vychodiskovym pojmom? Bude
to funkény predpis f:y = f(x) a jej graf bude len pomdckou pre Studium jej vlastnosti,
alebo prioritnym pojmom bude graf funkcie a funkény vztah bude iba doplnkom pre studium
vlastnosti prislusnej funkcie?

Vzhladom na to, Ze v sucasnosti je mozné prostrednictvom dostupnych pocitacovych
softvérov bez problémov vytvarat vizualizacie matematickych objektov, teda aj grafy funkcii,
zda sa, Ze sa postupne presadzuje skér druhd alternativa. Samozrejme, Ze priklon k tejto
alternative je Uplne jednoznacny pri funkénych zavislostiach ziskanych z empirickych ci
Statistickych ddajov, ktoré boli odpozorované vredlnej praxe, prip. boli ziskané v
laboratdrnych podmienkach alebo zberom a spracovanim Statistickych Udajov. V tomto
pripade analytické vyjadrenie v tvare rovnice prislusnej funkénej zavislosti spravidla
absentuje (ak neberieme do Uvahy moZné priblizné aproximdcie takychto funkcii) a je k
dispozicii iba jej graficka reprezentacia.
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Na obr. 3 je zndzorneny graf takejto konkrétnej funkcnej zdavislosti, ktory vyjadruje
pocty publikovanych ¢lankoch o vizualizacii v zavislosti od ¢asu pre obdobie rokov 1930 az
2009. Pri prvom priblizeni sa zda, Ze cielom vizualizacie je poskytnut redlne zobrazenia sveta.
BlizSi pohlad na tento problém viak poodhaluje, Ze zamerom a ani Ulohou vizualizacie vobec
nie je realistické zobrazenie nejakej situacie, Ci konfiguracie. V skutoCnosti vizualizacie
spravne funguju prave preto, Ze su v nasej mysli podrobené procesu idealizdcie a abstrakcie,
ktoré v nemdlo pripadoch umoZiuju s minimom vynaloZenej energie ziskavat maximum
klfacovych informacii o skimanom objekte alebo jave. Uz na takom jednoduchom objekte,
akym je graf na obr. 3, je moiné demonstrovat jednu z charakteristickych vlastnosti
vizualizacie, o ktorej hovori Arcavi: »Vizualizacia zviditelriuje neviditelné.”

Totiz graf tejto funkcie, ktory je vizudlnou reprezentdciou uvedenej zavislosti, prinasa
nielen subor Statistickych Udajov o pocte publikovanych ¢lankoch v danom ¢asovom obdobi
(tie by bolo moziné reprodukovat aj slovne), ale uZ jediny pohlad, resp. niekolko malo
opakovanych pohladov na tento graf, ndm prindsa cely pribeh o publikovani ¢lankov
(o vizualizacii) v uvedenom obdobi. Sucastou tohto pribehu su, okrem jednoduchych
kvantitativhych charakteristik uvedeného procesu, aj jeho kvalitativne stranky. Napriklad,
v ktorych rokoch pocet ¢lankov najrychlejSie rastol, v ktorych rokoch bol rast iba pozvolny,
pripadne stagnoval a pod.

Naviac, z aspektu vzdeldvania je nemalou vyhodou aj to, Ze organické prepojenie
vizuadlnej reprezentaciou uvedenej zavislosti s dolezitymi kvantitativnymi s kvalitativnymi
strankami daného javu, umoziuje lahSie aspravidla i trvacnejSie uloZenie klUcovych
informacii o tejto zavislosti do dlhodobej pamati vzdelavanych subjektov (Ziakov).

Niekolko poznamok k vyznamu vizualizacie pre vyucovanie matematickej analyzy
v ucitelskom Studiu
Vtomto druhu vysokoSkolského Stludia sa za najdoleZitejSie povaZzuje, aby Studenti
dostatocne hlboko pochopili klticové koncepty zékladnych pojmov matematickej analyzy:
funkcia, limita funkcie, spojitost funkcie v bode a mnoZine, derivdcia funkcie,
neurcity a urcity integrdl. Preto je velka pozornost venovana genéze vzniku tychto pojmov a
uréovaniu (niekedy hovorime o dokaze) vysSie spominanych charakteristik danej funkcie na
zaklade definicii tychto charakteristik (Heineho, resp. Cauchyho definicia limity funkcie
v bode, definicie spojitosti a derivacie funkcie vdanom bode ¢i na mnoZine a pod.). Velmi
doleZitou castou tejto fazy vyucCovania zakladov matematickej analyzy su pdsobivé a ucinné
geometrické interpretdcie uvedenych klucovych pojmov. Tieto geometrické reprezentdcie
zakladnych pojmov st spravidla dopifiané geometrickymi interpretaciami déleZitych tvrdeni
diferencidlneho poctu (viet o strednej hodnote funkcie: vety Rolleovej, Lagrangeovej Ci
Cauchyho; Taylorovej vety, vety o vztahu znamienka prvej derivéacie (resp. druhej derivacie)
funkcie ajej monotdnnosti (resp. jej konvexnosti ¢i konkavnosti)), ale aj geometrickymi
interpretdciami zakladnych viet integralneho poctu, ktoré su spravidla doplnené o posobivé
vizualizacie jednotlivych aplikacii integralneho poctu.

Ak sa na problematiku vizualizacie blizSie pozrieme prostrednictvom prislusnych
ucebnic Standardnych matematickych disciplin v uditelskom Stadiu matematiky, tak
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z hladiska frekvencie vyskytu vizudlnych reprezentdcii, obrazkov, diagramov a grafov funkcii
v tychto uéebniciach je mozné zistit prekvapivy jav: zo vsetkych klasickych matematickych
disciplin (geometria, algebra, matematickd analyza, matematickd Statistika atd.) obsahuju
ucebnice matematickej analyzy najviac ré6znorodych vizualnych reprezentacii (mozno okrem
niekolkych uéebnic geometrie).

Pravdepodobne to suvisi s tym, Ze v pocCiatoénych fazach Stadia na univerzite
najvacsie problémy Studentom spoésobuje Stddium elementdrnej matematickej analyzy.
Vacsinou totizZ ide o vizualizacie (ako sme uz konstatovali vyssie), ktoré ulahCuju pochopenie
pojmov a obsahu tvrdeni jednotlivych tvrdeni matematickej analyzy. Z tohto hladiska je
mozné povazovat tieto geometrické interpretacie za velmi vyznamné. Tato skutoc¢nost je
o to zaujimavejsia, Ze vacsina ucitelov matematickej analyzy patri k tej skupine matematikov,
ktori neuzndvaju vizudlny dékaz a pozaduju dékaz analyticky.

V sucéasnosti sa vo vyucovani matematickej analyzy nemusime obmedzovat iba na
statické obrdzky, ktorymi su ilustrované pojmy a dolezité tvrdenia tejto matematickej
discipliny v ucebniciach. Dnes su dostupné v triedach a prednaskovych miestnostiach
réznorodé informacné a komunikacné technoldgie: pocitate, tablety, vybavené
interaktivne bohatym edukaénym softvérom, ku ktorym patria programy dynamickej
geometrie (napriklad GeoGebra), ako aj komplexné pocitacové systémy typu CAS (napriklad
Mathematica, MathLab, Maple a pod).

Informacné technoldgie umozniuju vytvorit primerany adostatocne presveddivy
vizualny obraz matematickej situacie na monitore pocitaca a to nielen vo forme statického
obrazku daného javu, ale aj vo forme dynamickej simuldcie (napriklad, vyuzitim Java
apletov). Tieto nam do prislusnej vizualnej prezentacie vnasaju pohyb a dynamiku procesov
spojenych s danou matematickou situaciou, ktoré proces pochopenia i samotny proces
osvojovania novych poznatkov posuva kvalitativne na ovela vyssiu Uroven.

Na druhej strane treba priznat, Ze medzi vizudlnymi reprezentaciami, s ktorymi sa
beZne oboznamuju Studenti pri vyu¢ovani matematickej analyzy, je pomerne vela aj takych,
ktoré zdanlivo do matematickej analyzy nepatria. Napriklad geometricka interpretacia A-G
nerovnosti, t.j. vztahu medzi aritmetickym a geometrickym priemerom; ¢i aritmetické vztahy
potrebné pri vypoctoch Riemannovho integrdlu pomocou integralnych suctov konkrétnych

funkcii. Ide o rézne vztahy (dokazované matematickou indukciou), akymi su
1+2+n_+n:n(n+1) 12 4 22 4 oo 4 2 :n(n+1)(2n+1)
2’ 6

P+22+4+nP=[14+24++n]%

)

K tradicnym a nemenej doleZitym grafickym formdm reprezentdcie v matematike
zaradujeme aj symboliku diferencidlneho aintegrdlneho poctu. V zakladnych rysoch ju
zaviedli jeho zakladatelia - G. W. Leibniz (1646 — 1716), I. Newton (1643 - 1727), a ktoru do
dnesdnej podoby vyprofilovali ich nasledovnici (Euler, Lagrange, Cauchy, Wieerstrass a dalsi).

V spominanych zaciatkoch infinitezimalneho poctu bol v tvorbe matematickej
symboliky UspesSny najma G. W. Leibniz. Podla Leibniza by matematickd symbolika mala
odrazat vnutornu podstatu oznacovanych objektov, ¢im mdze napomahat k objavovaniu
suvislosti medzi uvedenymi objektmi. To, Ze tieto poZiadavky Leibniz splnil, moéZeme
ilustrovat vizualizaciou tzv. charakteristického trojuholnika (pozri obr. 4), ktory urcuje vztah
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medzi diferencidlmi dx, dy, ds. Pomocou nich bolo mozné zaviest aj suc¢asny pojem derivdcie
funkcie ako podiel diferencidlov dy, dx, t.j. f'(x) = j—z.

Urcite stoji za zmienku, Ze tdto symbolika umozZiuje anticipovat platnost vyznamnych viet
diferencialneho poctu: napriklad vety o derivdcii zloZenej funkcie, vety o derivdcii inverznej
funkcie a vety o derivdcii funkcie zadanej parametrickymi rovnicami, ktoré pri splneni istych
podmienok mbzeme zapisat rovnostami, ktoré pripominaju Standardné pravidla pre

dy dyd d 1 ay ¥

v 7 - - ] . y y daz y y dt

ocitanie s klasickymi zlomkami: = === = = = —dt

P Y dx dzdy'’ dx g_x ! dx %
y

Obrazok 4. Idea charakteristického trojuholnika zloZzeného z diferencidlov dx, dy, ds

Realistické znazornenie versus nerealistické znazornenie objektu

Buduci ucitelia matematiky pri konstrukcii hlbsich poznatkov z matematickej analyzy vo
svojich mysliach by sa uréite mali naucit konStruovat funkcie svopred zadanymi
vlastnostami. V matematickej analyze sa v prevaznej miere pracujeme najma s funkciami
elementdrnymi, ¢o je iste celkom prirodzené, kedZe tato trieda funkcii je postacujuca pre
vacsinu beZznych uloh a aplikacii.

Avsak uZ studenti prvého rocnika ucitelského Studia sa stretnu aj s funkciami, ktoré nie su
elementdrne. Jednou znich je funkcia signum, ktorl zaviedol nemecky matematik L.
Kronecker (1823 — 1891). Ide o funkciu, ktoru je mozné bez problémov zaviest uz na strednej

skole.

Dévod je zrejmy — jej definicia i graf funkcie y = sgn x si pomerne jednoduché:

1, akx >0,
y=sgnx =40, akx =0,
-1, akx <O.

Obrazok 5 Graf funkcie funkcie y = sgn x



34 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 4, No. 1, p. 24-38

Tato funkcia nie je elementdrnou funkciou, pretoze je definovand v bode (konkrétne v bode
x = 0), vktorom nie je spojita. Ziadna elementarna funkcia takuto vlastnost nema, kazda
znich je totiz spojitd vo svojom definichom obore. Poznamenajme, Ze druhou nie
elementdrnou funkciou, s ktorou sa (eSte v nedavnej minulosti) mohli Ziaci strednej Skoly
Lstretnut” je tzv. celd ¢ast Cisla x, ozna¢ovana symbolom [x].

Studenti ucitelského 3tudia sa v Gvodnom kurze matematickej analyzy su oboznameni
s dalSou nie elementarnou funkciou, funkciou y, ktord vroku 1828 prvykrat uverejnil
nemecky matematik a vyznamny priekopnik rozvoja vSeobecného pojmu funkcia Peter L.
Dirichlet (1805-1859). Tato funkcia (neskorsie nazvana na jeho pocest Dirichletovou funkciou)
je definovana nasledovne:

_ (1, akx€eQ
X(")_{o, ak x € R/Q

kde symbol @ oznacuje mnoZinu vsetkych racionalnych Cisel a mnoZinovy rozdiel
R\ Q oznacuje mnoZzinu vietkych iracionalnych Cisel.

Poznamenajme, Ze neskorsie sa ukazalo, Ze Dirichletovu funkciu je mozné vyjadrit
analyticky jedinou rovnicou y(x) = lim lim cos?*(n!mx).
n—-oo k—oo

Dirichletova funkcia y ma vyznamné postavenie v matematickej analyze, pretoze ma cely rad
nestandardnych vlastnosti. Jej neStandardnost spociva vtom, Ze je definovand na celej
mnozine R, avSak nema v zZiadnom bode limitu, vZiadnom bode nie je spojitd, nie je
diferencovatelnd, na Ziadnom intervale nie je monotdnna, nie je riemannovsky a ani
newtonovsky integrovatelnd na Ziadnom podintervale mnoZiny R, a teda neexistuje ani jej
Fourierov rad. Z tohto dévodu ju v zaCiatkoch nepovazoval za funkciu ani samotny Dirichlet
(az neskorsie sa dokazalo, Ze tato funkcia je tiez integrovatelna, prirodzene vo
vieobecnejsom zmysle®).

Prave vyssSie uvedené nestandardné vlastnosti umoznuju vyuzivat Dirichletovu funkciu
v ulohe radu protiprikladov v matematickej analyze. Samozrejme, Ze tato funkcia ma aj
niekolko standardnych vlastnosti: je ohraniCend a vlubovolnom podintervale svojho
defini¢ného oboru nadobuda svoje maximum a minimum.

Z aspektu vizualizacie, ktorej sa v tejto praci venujeme je pre nds dolezité, Zze graf
tejto funkcie nedokdZzeme zndzornit! Realisticky graf tejto funkcie (vygenerovany vhodnym
pocitatovym kresliCom grafov funkcii) totiz zdanlivo pozostdva zdvoch priamok:
y =0,y = 1, v ktorych su vSak komplementdrne ,diery”. Tie vsak urcite nie je mozZné vidiet.

* Existuje napr. Lebesgueov, prip. Kurzweilov integrdl Dirichletovej funkcie na lubovolnom uzavretom intervale.
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by

0 xr

Obrazok 6. Schematické znazornenie grafu Dirichletovej funkcie y

Dbévodom je jedna zo klicovych vlastnosti mnoziny vsetkych redlnych Cisel R: medzi kaZdymi
dvomi redlnymi Cislami je aspon jedno raciondlne Cislo a aspori jedno iraciondlne Cislo.
Z toho dovodu nepouZijeme realistické zobrazenie vizualizdcie, ale pouzijeme iba istu formu
schematického zndzornenia, ktora je urcite velmi nepresna a iba priblizne (skoér ideovo,
v myslienkovej idealizacii) zodpoveda grafu Dirichletovej funkcie.

Napriek tomu - reSpektovanim informacie o doplnkovych dierach v uvedenych priamkach -
mozZeme s vyuzitim abstrakcie a idealizdacie - schematicky zndzornit graf tejto funkcie (pozri
obr. 6). Definicia Dirichletovej funkcie nam ponuka niekolko moznych zovseobecneni, ktoré
budeme pracovne nazyvat ,funkciami dirichletovského typu*.

Zvolme dve funkcie f: R — R, g: R — R a definujme dve funkcie F, H takto:

_(f(x), akx€Q _(f(x), akxeQ
F(x)—{ 0, akxeR/Q H(x)_{g(x), ak x € R/Q

Lahko nahliadneme, Ze funkcie F,H mbieme pomocou Dirichletovej funkcie x zapisat
jedinou rovnicou nasledovne:

F:F(x) = f(x) - x(x), H:H(x) = g(x) + x()[f(x) — g(x)].

Vhodnom volbou funkcie f, resp. funkcii fa g, moéieme dostat funkcie so skutocne
pozoruhodnymi (nestandardnymi) vlastnostami. Napriklad:

a) Funkcia Fj: F;(x) = xy(x),x € R (resp. funkcia F,: F,(x) = x?y(x), x € R) je
definovana na R, ale iba v jedinom bode (v bode x = 0) ma limitu a je spojita (resp.je
diferencovatelnd) iba v tomto jedinom bode.

.
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Obrazok 7. Schematické znazornenie grafu Obrazok 8. Schematické znazornenie grafu funkcie Fp: y = x2y(x)

funkcie Fy: y = xx(x)
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b)

d)

Nech pricom aq,a,,...,a, su dané, navzajom rozne redlne Cisla. Potom funkcia
Fa: F3(x) = P,(x).x(x),x € R (resp. funkcia F,: F,(x) = B,*"*(x). x(x),k €N,
x € R), kde B,(x) =(x—a;)(x—ay)..(x—a,), je prikladom funkcie, ktora je
definovana na celej mnozine R, ale je spojitd (resp. k-krat diferencovatelnd) iba v
bodoch a4, a,, ..., a,.

Funkcia Fs: F5(x) = e ™. y(x),x € R (resp. funkcia Fg: Fs(x) = e . y(x),x € R je
prikladom funkcie, ktord ma limitu iba v bode oo (resp. iba v bodoch - 0o, o).

Funkcia Hy: H;(x) = 1+ [cos(2mx) — 1]. y(x),x € R je definovand na celej mnoZine
R, ale ma limitu, je spojita a diferencovatelna iba v bodoch mnoZiny vsetkych celych cisel
Z={.,-2,—-1,0,1,2, ..}

Nech H:H(x) = g(x)+ y(x)[f(x) —g(x)]. Potom bezprostrednym vyuzitim na3ej
nerealisticke] vizualizacie lahko nahliadneme, Ze plati:

=

w N

Ak lim f(x) = lim g(x) = b,potomaj lim H(x) = b.
xX—Xg X—Xg X—Xo

Analogické tvrdenie platia aj pre jednostranné limity.

Nech funkcie f, g su spojité v bode x,. Ak naviac f(x,) = g(x,), potom funkcia H je
spojitd v bode x,. Ak f(x,) # g(x,), potom funkcia H nie je spojita v bode x.

Ak funkcie f,g maju derivacie f'(x), g'(x,) v bode x, a ak naviac
f'(x0) = g'(xy) = A, potom existuje aj derivacia H'(x,) a plati H'(x,) = A. Vtedy
zrejme tiez musi platit £ (xy) = g(xo).

Priklad 1. Urcte vsetky body, v ktorych je funkcia

H,: H,(x) = sin 2x + [sinx — sin 2x]. y(x),x € R spojita a diferencovatelna.

Riesenie. Vyuzitim grafov funkcii y = sinx, y = sin 2x ziskame schematicky graf funkcie

y:

H,(x). RieSenim rovnice sinx = sin2x uréime prieseniky grafov tychto funkcii.

VyuZitim predchadzajucich tvrdeni o funkcii H lahko dokazeme, Ze funkcia H, je spojitd iba

v bodoch mnoiiny {km, k € Z} U {$§ + 2km, k € Z}, ktoré zodpovedaju priesecnikom

grafov funkcii y = sinx, y = sin2x.

Obrazok 9. Schematicky graf funkcie y = H,(x).
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Vzhladom na to, Zze funkcia y = H,(x) mbéze byt diferencovatelnd iba vtych bodoch,
v ktorych sa grafy uvedenych funkcii pretinaju a sucasne v tychto bodoch maji spolo¢nu
dotycnicu, je zrejmé, Ze funkcia H, nie je diferencovatelnd ani v jednom bode svojho
defini¢ného oboru.

Zaver

V sucasnosti v tedrii vyuCovania matematiky silneju tendencie pre uznanie relevantnosti
procesu vizualizacie pre vzdeldvanie v matematike. Na druhej strane, v spojitosti
s vizualizaciou si nemozno si nevsimnut aj isty druh nedévery, ktora ma korene v silnom
vplyve vedeckej matematickej praxe na prax pedagogicku.

Je vhodné si totiz uvedomit, Ze hoci vizualizacia hra skutoc¢ne iba podradnu ¢i doplnkovu
ulohu vo vedeckej produkcii matematickych ¢lankov (vratane prislusnych dékazov novych
matematickych viet akceptovatelnych matematickou komunitou), toto urcite neplati pre
matematické vzdeldvanie, pretoZe proces vizualizacie predstavuje ucCinny alternativny
spOsob ziskavania matematickych vedomosti. Porozumenie a osvojenie matematickych
konceptov si vyZzaduje spravidla viacero reprezentdcii, pricom vizudlna reprezentacia moze
ulahcit pochopenie tychto konceptov sama osebe. Vizualizacia je integralnou sucastou
matematickej aktivity a je u¢innym spdsobom rieSenia problémov vo vyucovani a u€eni sa v
matematike. | ked pravdou je, Ze v matematike ako vede, matematicky dokaz je povazovany
za jedinu oficidlnu cestu k pravde, urcite nie je nevyhnutné, a ani Ziaduce, aby sa tento
spOsob prenasal do vyucovania matematiky na vsetkych Skolskych Urovniach.

Nase skusenosti s vyuCovanim matematiky jednoznacne potvrdzuju, Ze vizudlne potvrdenie
platnosti matematického tvrdenia v ramci vyucovacieho procesu vedie nielen k trvalejSim
vedomostiam Studentov, ale vedie kzvySovaniu sebadévery vo svoje matematické
schopnosti. Plati to najma pre Studentov, ktorym chybaju dostato¢né skusenosti so
separovanymi modelmi prislusnych matematickych objektov a situdcii.

Je vhodné si uvedomit, Ze v procese vzdeldvania v matematike ma vyuzivanie abstraktného,
ale aj ndzorného pristupu nezastupitelné miesto. Vizualizacia umoznuje Ziakom a sStudentom
l[ahSie atrvacnejSie osvojovat si poznatky z matematiky. Prehnanym zddraznovanim
a permanentnou aplikdciou abstraktného pristupu sa pre Ziakov a Studentov vzdeldvaci
proces moze stat nudny a nezaujimavy, ¢o v kone¢nom ddsledku znamena jeho netcinnost a
neefektivnost.

Na druhej strane treba priznat, Ze nekritické argumentdcie a Uvahy, ktoré sa opieraju iba o
geometricky nazor, ¢i zjednoduSenu vizualizaciu daného matematického tvrdenia, moze u
Studentov potlacit potrebu analytického matematického dbékazu daného tvrdenia: kedZe
z obrazku je to ,zrejmé a jasné”. Akceptaciou tohto pristupu by si Studenti mohli lahko
zvyknut na povrchné myslenie typu ,vidim, teda verim“, ktoré je uz v priprave buducich
ucCiteflov matematiky, cudzie a nepripustné.
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