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O roznych typoch indukcii v matematike
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Abstract

Three principles of inductions hold in mathematics: mathematical induction, ordinal induction and induction in
continuum. There are two equivalent principles of the mathematical induction. Didactic aspects the application
of these equivalent principles are examined in the paper.

Keywords: mathematical induction, continuum, equivalent principle.

Classification: 00A35; 97C50; 97D50

Uvod

V matematike platia tri principy indukcii. Je to princip matematickej indukcie, princip
transfinitnej indukcie a princip indukcie v kontinuu (Salat [1], 1986). Na tieto principy potom
prirodzene nadvazuju po rade metdéda dokazu matematickou indukciou (zndma aj zo
strednej Skoly), transfinitna indukcia a metdda dékazu indukciou v kontinuu. Princip
transfinitnej indukcie plati v dobre usporiadanych mnoZinach a princip indukcie v kontinuu
plati v husto aspojito usporiadanych mnozZindch bez najmensieho a najvacésieho prvku.
KedZe Ziadna usporiadand mnozina nemoéze byt sucasne dobre aj husto usporiadana, tak
tieto principy vo vSeobecnosti nesuvisia. MnozZina prirodzenych cisel N resp. Ny, Ny = N U
{0}, s obvyklym usporiadanim su dobre usporiadané mnoZiny, preto princip matematickej
indukcie je Specidlnym pripadom principu transfinitnej indukcie. Na druhej strane pri
exaktnom (nie intuitivnom) dokaze toho, Ze mnozZina N je dobre usporiadand mnoZina, sa
nevyhneme pouZitiu principu matematickej indukcie. V tomto prispevku sa budeme zaoberat
predovsetkym didaktickymi aspektmi pouzivania metédy dékazu matematickou indukciou,
predovsetkym pouZitelnostou jej dvoch variant.

Teoretické vychodiska

Nech Z oznacuje mnozinu vsetkych celych ¢&isel a Z, = {n € Z; n > k}, kde k je nejaké pevné
celé Cislo. Uvedme teraz pouzivané principy indukcie v matematike.

PMI 1. Nech M <€ Z,, pricom plati:

(1) k € M;
(2) Akn € M, potomajn+1€ M.

Potom M = Z,.
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PMI 2. Nech M <€ Z,, pricom plati:

(3) ke M;
(4) Akn € Z;,a m € M pre kazdé m € Z;,, m < n, takajn € M.

Potom M = Z,.

Pozndmka 1. Principy PMI 1 a PMI 2 su ekvivalentné. Pre kazdud mnoZzinu M, M C Z,,
podmienky (1) , (2) platia prave vtedy, ked platia podmienky (3), (4). Zrejme z platnosti (3),
(4) vyplyva platnost (1), (2). Plati aj naopak. Ak by vyrok (4) neplatil, tak by existovalo také
celé Cislon, k <n,ze m € M pre kazdé m < n, ale n € M. Vezmime zo Z; najmensie Cislo
s takouto vlastnostou. Nech je to n,. Potomny, — 1 € M an, € M, teda neplati (2).

PTI. Nech A je dobre usporiadana mnoZinaa @ # M € A, pricom plati:

(5) Najmensi prvok mnoziny A patri do mnoziny M.
(6)Aky e Aax € M prekazdé x € A, x <y, takajy € M.

Potom M = A.

Pozndmka 2. VSimnime si, Zze predpoklad (3) v PMI 2 ((5) v PTI) vyplyva z predpokladu (4)
((6)). Totiz ak napriklad v (4) za n zvolime k, tak trividlne plati m € M pre kazdé m < k,
pretoze {m € Z,; m < k} = @. Podobne to je v pripade predpokladu (5) v PTI. Ina je situacia
v pripade pouZitia uvedenych viet. Vtedy platnost (3) resp. (5) treba overit, pretoZe obycajne
sa inak postupuje pri overeni (4) resp. (6) pre ostatné prvky mnoziny Z; resp. A.

PIK. Nech K je kontinuum a M < K. Nech plati:

(7) Existuje také @« € K,7e £ € M pre kaidé { € K , ¢ < a.
(8)Akp EKa& € Mprekaidé £ € K, & < f,tak existujetakéy €K,y > f,2eE €M
prekazdé § €K, & <.
Potom M =K.

Dékazy vietkych uvedenych principov indukcii mozno najst napriklad v publikdcii Salat [1].
Dolezitym prikladom kontinua je mnoZina redlnych Cisel R s obvyklym usporiadanim.

Z uvedenych principov vyplyvaju prirodzenym spésobom metédy dokazov pomocou
uvedenych indukcii. Jednd sa o dbkazy tvrdeni v tvare vSeobecného vyroku Vx € X V(x),
kde V(x) je vyrokova funkcia definovand na mnozine X, pricom X je mnoZina Z; alebo
dobre usporiadand mnozina A, pripadne kontinuum K. Stac¢i potom dokazat, Ze mnozina M,
urcend rovnostou

M={x€eX; V(x)}

ma v pripade X = Z; vlastnosti (1), (2) alebo vlastnosti (3), (4); v pripade X = A vlastnosti
(5), (6) alebo nakoniec v pripade X = K ma vlastnosti (7), (8). Aplikdcie metddy dokazu
indukciou v kontinuu st smerované predovsetkym do matematickej analyzy (Vrabel [2],
2002).

Veta 1. Nech @ #M C R . Oznalme M, = (—oo,&) N M pre lubovolné & € R. Nech
vyrokova funkcia V(x) definovand na mnozine M ma tieto vlastnosti:

(9) Existuje @ € R, Ze M, + @ a pre kazdé x € M, plati V(x).
(10) Ak pre kazdé x € Mg plati V(x) pre nejaké B € R, tak existuje také y € R, Ze f <y
apre kazdé x € M,, plati V(x).
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Potom pre kazdé x € M plati V(x).

Dékaz. Prevedieme nepriamo. Nech by existoval taky prvok x, € M, Ze by vyrok V(x,) bol
nepravdivy. Potom mnoZina B, B = {x € M; V(x)je nepravdivy vyrok}, by bola neprazdna.
Z predpokladu (9) vyplyva, Ze mnozina B je zdola ohrani¢ena, teda existuje infimum tejto
mnoZiny, oznatme ho f. Potom pre kaidé ¢ € Mg plati V(). Z predpokladu (10) vyplyva, Ze
existuje také y € R, Ze f <y apre kazdé x € M,, plati V(x). Potom aleinf B =y > 8, Co je
spor.

Pozndmka 3. Ak vo vete 1 za mnoZinu M vezmeme mnozinu Zj, tak dostdavame matematicku
indukciu ako dosledok vetyl ateda aj dosledok PIK, pretoze princip PIK je ekvivalentny so
spojitym usporiadanim mnoziny R (Vrabel [2], 2002).

Didaktické aspekty metddy dokazu matematickou indukciou

Predovsetkym si treba uvedomit, Ze nie kazdé tvrdenie tvaru Vx € Z; V(x) je vhodné alebo
mozné dokazovat matematickou indukciou. Uvedme na to priklady.

Problém 1. Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené Cislo n plati:

n
(n+1)!

T+-+244 <2
2! 3!

Riesenie. Matematickou indukciou to nepojde. PouzZijeme metddu teleskopického suctu.

Takym je totiz sucet % + ; + -+ (1:1)! , pretoze pre kazdé prirodzené cislo k plati:
k _ (k+1)—1:i_ 1
(k+1)! (k+1)! k! (k+1)!°
Potom po dosadeni dostdvame:
n
1+E+3ﬁ"+m+1y
1 1 1 1 1 1 1 1
- 1+<E_Z)+<Z_§)+"'+<—(n—1)!_E)+<E_—(n+1)!)
=2- (nil)! < 2.

Problém 2. DokazZte, Ze kazdé prirodzené ¢islo n ma nenulovy nasobok, ktorého dekadicky
zapis obsahuje len cifry 0, 9.

Riesenie. D6kaz matematickou indukciou ani vtomto pripade nefunguje. Uvaiujme pre
prirodzené &islo n &isla 1, 10, 102, ..., 10™. Medzi tymito n + 1 &islami existuju aspori dve,
ktoré maju po deleni ¢islom n rovnaky zvysok. Ak su to ¢isla 10", 105, r > s, tak 10" = na +
k, 10°=nb+k, a>b, 0<k<n. Potom 10" —10°=n(a—»b) a 10" —10° je
pozadovaného tvaru.

Problém 3. Dokdzte, Ze fubovolnd (n+ 1) — prvkova podmnozina mnoziny {1,2,...,2n}
obsahuje dve nesudelitelné prirodzené Cisla.

Riesenie. Pre kazidé prirodzené Cislo k plati, Ze Cisla k, k + 1 su nesudelitelné. Ukdzeme, Ze
lubovolnd (n+ 1) — prvkovd podmnozina mnoziny {1,2,...,2n} obsahuje aspori jednu
dvojicu po sebe iducich Cisel (tvrdenie A). Vyuzijeme Dirichletov princip. Dva prvky z (n + 1)
— prvkovej podmnoziny mnoziny {1, 2, ..., 2n} padnu do niektorej z n mnozin {1,2},{3,4}, -,
{2n — 1,2n}. To ale znamen3, Ze su to po sebe iduce prirodzené ¢isla 2k — 1, 2k.
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Pozndmbka 4. Pri rieSeni problému 3 sme poutZili stratégiu predposledného kroku, teda sme
dokazali tvrdenie A, z ktorého uZz priamo vyplyva to, ¢o sme mali dokdazat. Pravda tento
predposledny krok mozno ciasto¢ne previest aj matematickou indukciou. Pre n = 1 tvrdenie
A plati, pretoze dvojprvkova podmnozina mnoziny {1, 2} je prave tdto mnozina. Nech A plati
pre nejaké prirodzené C¢islo n. Vezmime [ubovolnd (n+ 2) — prvkovd podmnoZinu
{ay,ay, ..., Qptq, Apen} mnoziny {1,2,...,2n, 2n + 1,2n + 2}. Predpokladajme uz, Ze a; <
Ay < < Appq < Apyo. Ak {aq,ay,...,a,41} je podmnoZinou mnoziny {1,2,...,2n}, tak
vyuZijeme indukény predpoklad. V opatnom pripade a,,; = 2n+1 anasledne a,;, =
2n + 2. Teda tvrdenie A plati aj pren + 1.

Je viacero inych problémov, ktoré sa rieSia pouzitim Dirichletovho principu namiesto
matematickej indukcie iked sa zdanlivo zda, Ze by sa mohla pouZit. Napriklad je to aj
nasledujuci problém: Dokazte, Ze pre lubovolné prirodzené Cislo n lubovolnd (n+ 1) —
prvkova podmnozina mnoziny {1,2,...,2n} obsahuje dve ¢isla, z ktorych jedno deli druhé
(rieSenie mozno najst aj v publikacii Vrabel [3], 2005).

Problém 4. Dokazte, Ze pre lubovolné prirodzené &islo n, n = 6, plati, Ze lubovolny Stvorec
mbZeme rozrezat na n Stvorcov, z ktorych niektoré mézu mat rovnaké dlzky stran.

Riesenie. Indukény predpoklad, Ze pre pevné prirodzené cislo n, n = 6, mozno lubovolny
Stvorec rozrezat na n Stvorcov, nedava Ziaden navod ani vychodisko na dékaz podobného
tvrdenia pre prirodzené ¢islo n + 1. Totiz minimalny pocet Stvorcov, na ktory je moino
rozrezat fubovolny Stvorec, je Styri. To ale uz dava isty ndvod, ako by sme mohli postupovat.
Ak vieme rozrezat Stvorec na n Stvorcov, tak ho vieme rozrezat na n + 3 Stvorcov. Staci
jeden z n stvorcov nahradit Styrmi rovnakymi Stvorcami, na ktoré ho rozrezeme. Potom vsak
vieme rozrezat Stvorec aj na n + 6, n + 9, vieobecne na n + 3k, k je lubovolné nezaporné
celé &islo (to uz lahko dokdzeme pomocou PMI1 vzhladom na k). Teraz si uvedomme, Ze
kazdé prirodzené Cislo n, n = 6, sa da jednoznacne vyjadrit v jednom z tvarov 6 + 3k, 7 +
3k, 8 + 3k, kde k je nejaké nezdporné celé Cislo. Totin=6+ (n—6), n—6 =3k +7,
r € {0,1,2}. Akr = 0, takn = 6 + 3k; akr = 1, tak n = 7 + 3k; nakoniec ak r = 2, tak n =
8 + 3k. Na zaklade predchadzajlucej Uvahy staéi teda dokdzat tvrdenie pre n € {6,7,8}.
Rozrezanie Stvorcov poZadovanym spdsobom v tychto pripadoch je na nasledujucom
obrazku.

o 8
) 9 3
1 7
5
1| 5 6
1
2 3 4 6 | 7 2 | 3| 4| 5

Porovnajme teraz ucinnost ddékazu matematickou indukciou na zdklade principov PMI 1
a PMI 2. Tieto principy su sice ekvivalentné ale matematicka indukcia na zaklade PMI 2 je
univerzalnejSia. Teda existuju situdcie, ked napriklad vyrok Vn € NV(n) dokdzeme
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pomocou PMI 2, ale pomocou PMI 1 to nejde alebo je to komplikovanejSie. Uvedme na to
priklady.

Problém 5. Kazdé prirodzené Cislo vacsie ako 1 moZno vyjadrit v tvare sucinu nejakych
prvocisel.

Riesenie. Pre n = 2 tvrdenie plati, pretoze jedno prvodislo pokladdme tiez za sucin prvocisel.
Nech kazdé prirodzené Cislo mensie ako nejaké pevné prirodzené ¢islo n (n = 3) mozno
vyjadrit v tvare sucinu niektorych prvodisel. Dokazeme, Ze aj Cislo n mozno takto vyjadrit.
Staci uvazovat, Ze Cislo n je zloZzené. Potomn =ab, 1 <a <n,1< b <n.Na éislaa,b sa
uz vztahuje indukény predpoklad, teda a = p; " Py " " Prs b = P41 " Praz " " Pm, kK <M,
D1, P2, - » Pm SU prvocisla. Potoma = p; " py " P

Pozndmka 5. Dokazat tvrdenie v probléme 5 pomocou PMI 1 sa neda. Uvedené tvrdenie je
Ciastocnym vysledkom vety, ktord sa v minulosti nazyvala zakladna veta aritmetiky: Kazdé
prirodzené Cislo n vacsie ako 1 sa da jedinym spdsobom vyjadrit v tvare

— %1, %2, Ok
n=p;, "p, Py,

kde p; <p, < -+ <p, su prvolisla a a;,ay,..,a; suU prirodzené Cisla. Jednoznacnost
uvedeného vyjadrenia sa nedokazuje matematickou indukciou.

Problém 6. Nech z je prirodzené Cislo vacsie ako jedna. Kazdé prirodzené cislo mozno
jedinym spdsobom vyjadrit v tvare

(11) az® + a1z 1+ +az+ay,
kde k, ay, ax_q, ..., @y sU celé nezdporné Cisla, a, #0,0<a; <z, i=0,1,..., k.

Riesenie. Obe casti ddkazu tvrdenia (existencia aj jednoznacnost) je vyhodnejsie urobit
pomocou PMI 2. Najskor teda dokdzeme, Ze kazdé prirodzené cislo mozno v tvare (11)
vyjadrit. Pre n = 1 tvrdenie plati: ap = 1, k = 0. Predpokladajme, Ze kaZzdé prirodzené Cislo
mensie ako nejaké pevné prirodzené Cislo n (n = 2) sa da vyjadrit v tvare (11). DokaZzeme,
Ze aj Cislo n sa da vyjadrit v tvare (11). Zo zndmej vety o deleni so zvySkom vyplyva existencia
takych nezapornych celych cisel b,c,zen=zb+c,0<c<z.Ak b =0, tak n = c ateda
k=0, ap =n. Ak b # 0, tak cislo b je prirodzené ¢islo mensie ako n ana zaklade
indukéného predpokladu ho mozno vyjadrit v tvare

b=dyz¥+dy_1z" '+ +diz+dy,d, #0,0<d;<zi=0,1,..,k.
Potom n =zb + ¢ = dpz"** + dy_1z% + - + dy2% + dyz + c. Staéi polofit ay =c, a; =
do,ay =dq, ..., A = dy_q, Q41 = dg.
Teraz dokazeme jednoznacnost vyjadrenia (11). Pre n = 1 tvrdenie plati, pretoze okrem
vyjadrenia ay = 1, k = 0, iné neexistuje. Nech jednoznacnost vyjadrenia plati pre kazdé
prirodzené Cislo mensie ako nejaké prirodzené Cislo n (n = 2). Dokazeme, Ze aj n sa da
v tvare (11) vyjadrit jedinym spésobom. Nech

n=az"+ ap_1z" 1+ -+ a1z +ay = bgz® + bg_1z5"1 + -+ byz + by,
kde a;, b; vyhovuji danym podmienkam vyjadrenia (11). Z vety o deleni so zvySkom vyplyva,
Ze
n=z(apz" '+ ap_1z"?++a)+ta,=zA+a,0<a, <z

n=z(bgz5 '+ bg_1z5%+ -+ b))+ by =2zB+by,0=< by <z
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Vyjadrenien =zq + 1, 0 < r < z, je mozné iba jedinym spésobom, preto A = B a a, = b,.
Ale A <n apreto ho zindukéného predpokladu uz mozino jedinym spésobom vyjadrit
vtvare (11). Preto k =s a a; = b;, i =1, 2,..., k. Odtial uz vyplyva, Ze aj pre n existuje
jediné vyjadrenie v tvare (11).

Pozndmka 6. Tvrdenie v probléme 6 je kliCové pre jednoznaéné vyjadrenie kazidého
prirodzeného Cisla v tzv. z-adicke] pozi¢nej sustave.
Zaver

Predovsetkym vo vyucbe matematiky sa kvoli jednoduchsej indukénej podmienke Castejsie
vyuZiva dokaz matematickou indukciou zaloZzeny na principe PMI 1 ako ten, ktory je zaloZeny
na PMI 2. Z hladiska univerzalnosti je vSak PMI 2 Gcinnejsi. Pri zachovani predpokladu (3)
mozeme podmienku (4) ekvivalentne nahradit nasledujicou podmienkou: akn € Z; a m €
M pre kazdé m € Z,, m < n,takajn+ 1 € M.
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Abstract

In our article we focused on selected tasks from specially developed fraction test which authors are Marilena
Pantziara and George Philippou. These tasks are focused on measure subconstruct of fractions together with the
notions of equivalence, comparison and addition of fractions. The aim of the article was to analyze the pupils’
solutions in the light of the correct solutions. We found out that the most problematic tasks was the tasks
focused on measure subconstruct of fractions. It implies that the teaching the fractions through the number line
probably absent in Slovak schools. The research was realized in May and June 2017. The research sample consist
of 930 ninth graders from 35 lower secondary schools in Slovakia, mostly from Nitra, Lu¢enec and Nové Zamky.

Keywords: fractions, measure subconstruct, order and equivalence of fractions, addition of fractions
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Uvod
Zlomky patria kjednému z najproblematickejSich tematickych celkov vo vyucovani
matematiky. Dokazuju to aj mnohé slovenské, ¢eské, ale aj zahrani¢né studie, ktoré poukazuju

na problémy s porozumenim pojmu zlomok. Co je viak pri¢inou nizkeho porozumenia zlomkov
Ziakmi zostava otazne.

V praxi sa ¢asto stretdvame s tym, Ze napriek tomu, Ze Ziaci ovladaju pravidld pre pocitanie so
zlomkami, pri Ulohe, ktora obsahuje neStandardnu situaciu zostavaju bezradni. Znamena to,
Ze poznatky su uloZené iba ako pamatové stopy bez vztahu kuZ vytvorenej Strukture
vedomosti. Hejny a kol. (1987) uvadza, Ze vo vyucovani zrejme nedoslo k rozvoju Ziakovho
myslenia a vybudovanie predstavy o zlomku. Poznanie, ku ktorému Ziak dospel, je verbalne
a formalne.

Metddou poznavania je porozumenie, ktoré znamena obsiahnutie suvislosti, vztahov, zmyslu
a podstaty problému. (Hartl, Hartlova, 2010)
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DOI: 10.17846/AMN.2017.3.2.7-14



mailto:lucia.klimentova@ukf.sk

8 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 3, No. 2, p. 7-14

V praci sme sa zamerali prave na analyzu porozumenia zlomku ako miery, relacii usporiadania
a rovnosti zlomkov a operacie sCitania zlomkov u Ziakov 9. ro¢nika zakladnych $kol. Taktiez
sme analyzovali Ziacke rieSenia z pohladu ich spravnosti.

Specialne zostaveny test zamerany na zlomky

Autormi Specidlne vyvinutého testu, ktory je zamerany na zlomky a prepojeny so Sfardovej
tedriou reifikacie su cyperski vyskumnici Marilena Pantziara a George Phillipou (2012). Tento
test sme preloZili do slovenského jazyka a podla vysledkov predvyskumu sme ho prisposobili
podmienkam slovenskych zdkladnych $kél. Test pozostdva z 21 uloh, ktoré su usporiadané
v siedmych skupinach oznacenych ¢islami 1,2,3,4,5,6,7, ktoré postupne predstavuju rozne
interpretacie pojmu zlomok avtroch stipcoch oznagenych pismenami A, B, C, ktoré
predstavuju jednotlivé Stadid Sfardovej tedrie reifikacie (napr. Uloha B2 znamena Ze ide
o Ulohu zameranu na zlomok ako ¢ast celku na Urovni stadia kondenzacie).

Podla Sfardovej tedrie reifikacie, méZzeme vnimanie zlomku klasifikovat na troch trovniach
konceptualizacie poznatkov o zlomku.

Prvou Uroviou je Staddium interiorizacie, kde ide o vykondvanie matematickych ukonov na
nizsej Urovni. Prave to umozZnuje spomenut si na matematické ukony aj bez ich aktualneho
posobenia.

Druhou uroviiou je Stadium kondenzacie, v ktorom ide o vyuZivanie komplikovanejsich
postupov, utvrdzovanie uciva ako celku, Ziaci maju vytvorené vlastné schémy a myslienkové
postupy, maju nejaku predstavu o koncepte.

Poslednou, tretou, Urovriou je stadium reifikacie (zhmotnenia), ktoré odzrkadluje schopnost
vytvorit si plnohodnotnu predstavu, ide o porozumenie na zdklade vlastnych moznosti a
spozorovanie vztahov medzi reprezentaciami (Sfard, 1991).

Sfardova tiez uvadza, Ze v tedrii reifikacie jednotlivé Stadid na seba nadvazuju, t.j. bez
predchadzajuceho dosiahnutia nizsieho stadia nie je mozné dosiahnut vyssie Stadium.

Prvé tri trojice Uloh v teste si zamerané na porozumenie zlomku ako €asti celku. Stvrtd trojica
uloh je zamerana na zistenie Urovne porozumenia pri ponimani zlomku ako miery. V piate;j,
Siestej a siedmej trojici Uloh sa stretdvame s reldciami rovnost a porovnavanie zlomkov
a s operdaciou scéitania zlomkov v tomto poradi.

Niektoré Ulohy su zaloZené na postupoch krok za krokom, ¢o znamena vykonat v istom poradi
poctové operdcie a urcit zlomok. Iné su zaloZzené na konceptudlnom ale aj proceduralnom
porozumeni danému pojmu (Pantziara, Philippou, 2012).

Pre potreby nasho vyskumu sme sa zamerali iba na polozky v riadkoch 4 — 7.
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Popis jednotlivych testovych poloZiek

Trojica uloha (A4 , B4, C4) (vid obr. 1) je zamerand na porozumenie zlomku ako miere.

Ad B4 Zapis zlomok, ktory je znazorneny na obrazku a zaznac ho na | C4 | Dopln spravne &islo do okienka na Eiselnej osi.

Eiselnej osi. r Zlomok: D

L
1 1 —— T T 1
: i : . 1 0[] +

Obr.: 1 Trojica tuloh zamerand na pochopenie zlomku ako miery

N 3 . S
Zaznat zlomok sha tiselnej osi.

Uloha A4 (Hannula, 2003) bola navrhnutd na zistenie porozumenia zlomku ako miery. Tato
uloha je charakteristickd pre Stadium interiorizacie, ,rieSenie moZe byt vykonané
prostrednictvom mentdlnych reprezentacii“ a Ciselnd os je reprezentantom mentalnych
objektov kore$pondujucich s mentalnymi operaciami (Ni, 2001). Ulohou Ziakov je zaznaéenie

. 3 . . , . Yy R
daného zlomku (E) bud ako Cislo alebo prostrednictvom intervalu na predtlacenej ¢iselnej osi.
Ziaci si musia uvedomit, Ze &iselnd os je rozdelena na 5 ¢asti, pretoze hladdme patiny, a ze
. . " — . . 1 v o v e
jeden dielik na ¢iselnej osi predstavuje vzdialenost S od pociatocného bodu, teda od 0. TiezZ si

. v v Ay . 5
musia uvedomit, Ze Cislo 1 mo6zu zapisat v tvare =

Uloha B4 je zamerana na zistenie schopnosti Ziakov kombinovat rézne myslienkové procesy
a prechdadzat z jednej reprezentacie zlomku do inej, Co je typické pre stadium kondenzacie
(Pantziara, Philippou, 2012). Ziaci musia najskor zistit z modelu zlomku o aky zlomok ide. Tato

. . . . . . e v o 3 .
uloha ma dve spravne rieSenia. Prvé spravne rieSenie je, ak Ziaci urcia zlomok " druhym

spravnym rieSenim je zlomok i , kedZe nebolo urcené, ktord cast, seda alebo biela,
reprezentuje zlomok. Nasledne na to maju Ziaci zaznacit tento zlomok na predtladenej ¢iselnej
osi, bud’ prostrednictvom cisla alebo intervalu. Znazornenie zlomku na predtlaéenej Ciselnej
osi je vsak narocnejsie, pretoze dand os je rozdelené na 8 dielikov a majd znazornit ,,Stvrtiny”.

Musia si teda uvedomit, aky je vztah medzi osminami a Stvrtinami.

Uspednost rieenia Ulohy C4 zavisi od toho, ¢&i Ziaci vnimaju zlomok ako objekt, t.j. staticku
Strukturu, ktoru vedia oddelit od ostatnych procesov a sicasne maju osvojené vlastnosti
rovnost, hustota, usporiadanie a velkost zlomkov. Ide o Stadium reifikacie (Pantziara,
Philippou, 2012).

Ziaci maju do vyznaéeného okienka na predtlaéenej &iselnej osi napisat spravny zlomok. Tato
uloha je viak zlozitejsia, nakolko dany interval nepredstavuje rozpatie od 0 po 1 ale od 0 po %.
S Y N . . R .. . .
Jedinym rieSenim tejto ulohy je p Ziaci by mohli danud dlohu riesit dvomi sp6sobmi. Prvym
A . . ;13 . . . y -
spo6sobom by si uvedomili, rovnost = Druhym spdsobom by bola Uvaha, Ze dany interval

. - v . . . 1
by si rozdelili na tri ¢asti a vykonali nasledovnu Upravu > 3=6.

Dalsia trojica Gloh (A5, B5, C5) (vid obr. 2) je zamerand na porozumenie reldcii rovnost zlomkov.
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A5 | Doplfi do zlomku spravny Citatel. B5 | Zakrazkuj jeden z piatich kruhaov, ktory znazorfiuje rovnaky | C5 | Traja kamarati si objednali pizzu. Boris zjedol 2 svajej
16

zlomok, ako je znazorneny na obdiZniku. Vysvetli prego. 3
pizze. Andrej zjedol i3 svojej pizze. Kolko kiskov zo svojej

1 Vs N /"- pizze zjedol Karol, ked' vieme, Ze kaidy z kamardtov zjedol
5720 | ] rovnaki East pizze? Vysledok zakresli do obrazku a zapi§
E p : X

Visvetlenie:

Boris Andrej

Odpoved:

Obr.: 2 Trojica uloh zamerand na reldciu rovnost zlomkov

Uloha A5 sa zaobera rovnostou zlomkov a vyzaduje iba jednoducht aplikdciu rutinného
postupu (Pantziara, Philippou, 2012). Ide o rozsirenie zlomku ¢islom 4.

V tlohe B5 musia Ziaci porovnat medzi dvomi réznymi reprezentaciami zlomku a uvazovat
o rovnosti zlomkov, ¢o je charakteristické pre Stadium kondenzdcie. (Pantziara, Philippou,
2012) Najskor urcia zlomok, ktory je znazorneny tzv. cokoladovym modelom zlomku, nasledne
na to musia najst rovnaky zlomok, ktory je znazorneny tzv. kola¢ovym modelom zlomku, ktory
vsak nie je vopred rozdeleny na ¢asti. DOleZitu ulohu tu zohrdva aj vizudlne vnimanie a odhad.

Uloha C5 je zamerana na rovnost zlomkov a pdvodne vyzadovala, aby Ziaci vedeli pouzit
premennu x vkontexte danej ulohy (Pantziara, Philippou, 2012). Modelovanie
prostrednictvom premennej x sa pre Ziakov zakladnych $koél ukazalo ako prili§ naro¢né, preto
sme danu Ulohu pozmenili tak, Ze Ziak musel zapisat zlomkom a vyznacit na predtlaceny
obrazok, aku cast pizze zjedol Karol.

Dalgia trojica Uloh (A6, B6, C6) (vid obr. 3) je zamerana na porozumenie relécii porovnavanie
zlomkov.

PEeTI— 4 2 1 1
A6 | Zakrizkuj vatsi zlomok. BE | yysvetli, preco je zlomok 7 jevadiako . C6 | Napiz zlomok, ktory je vacsi ako 7 amensiako =. Vysvetli.

5 2
5 o Vsvetlenie: Vysvetlenie:

Obr.: 3 Trojica tloh zamerand na reldciu porovndvanie zlomkov

Uloha A6 je zamerand na porovnanie dvoch zlomkov s rovnakym menovatelom pouZitim
rutinnych postupov (Pantziara, Philippou, 2012).

Uloha B6 pdvodne zahffiala porovnanie dvoch zlomkov s réznymi menovatelmi pouZitim
dvoch réznych sposobov (Pantziara, Philippou, 2012). Tato uloha sa vSak v predvyskume
ukdazala ako problematickd, nakolko danu ulohu vyriesilo iba 0,6% Studentov a faktorova zataz
tejto ulohy bola 5,30. Za problém sme povaZzovali formulaciu zadanie tejto ulohy, a preto sme

. . . . . 4 Ly, 3 .
zadanie preformulovali nasledovne: ,Vysvetli, preco je zlomok - Vacsi ako EH' Sledovali sme,
akym sp6sobom budu Ziaci porovnavat dané zlomky. Verime, Ze flexibilita pouZita v pristupoch
zacCina v $tadiu kondenzacie.

Uloha C6 je zamerana na najdenie zlomku medzi dvomi kmefovymi zlomkami s po sebe
idicimi menovatelmi. Uspegnost pri rieseni tejto ulohy zavisi od toho, & su Ziaci schopni
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pochopit kazdy zo zlomkov ako objekt, a ¢i kazdy chape pojmu hustota usporiadania
raciondlnych Cisel (Pantziara, Philippou, 2012).

Posledna trojica uloh (A7, B7, C7) (obr. 3) je zamerana na porozumenie operdcii scitanie
zlomkov.

AT | Scitaj zlomky a vysledok zapis B7 Scitaj zlomky. C7 | Sarodenci Janka a Misko dostali balicek cukrikov. Janka
- 1 3
v zakladnom tvare. 95 zjedla 320 vietkych cukrikov a Misko zjedol 520 vietkych
;1\ 5= cukrikov. a) Aku East zo vietkych cukrikov zjedli spolu?

o w

+

Zdkladny tvar: D

= b) Ak4 East cukrikov zostala v balicku?

|~

a) Spolu zjedli ...... cukrikov.
b) V balicku zostalo ...... cukrikov.

Obr.: 4 Trojica tloh zamerand na operdciu scitanie zlomkov

Uloha A7 je zamerand na suéet dvoch zlomkov srovnakym menovatelom (Pantziara,
Philippou, 2012).

Uloha B7 je zamerand na suéet dvoch zlomkov sroéznymi menovatelmi. Tato Uloha je
charakteristicka pre Stadium kondenzacie, pretoZe Ziaci musia vykonat postup Upravy na
spolo¢ného menovatela, teda nejde o priamociaru operaciu. To zahffia porozumenie pojmu
zlomok a kombinaciu réznych procesov ako je napr. rovnost zlomkov. Iné studie ukazali, Ze
Ziaci moZu poutzit pri rieseni tejto ulohy aj konceptualny pristup (Pantziara, Philippou, 2012).

Uloha C7 pdvodne pozostavala z troch ¢€iastkovych uloh. Prva Gloha bola spojena so s¢itanim
zlomkov s réznymi menovatelmi, v druhej casti mali Ziaci nakreslit (graficky znazornit —
vymodelovat) tento proces scitavania zlomkov a v poslednom kroku maju Ziaci vymysliet
slovnu ulohu, ktord by obsahovala scitanie dvoch danych zlomkov. Tieto tri ¢asti ulohy C7
preveruju schopnost Ziakov riesit ulohy na scitavanie zlomkov dvojakym spésobom — ako
numericky proces (algoritmus scitania) a ako prdcu s objektmi — zndazorfiovanie procesu
sCitania na modeloch a vyjadrenie procesu scitania slovnou formuldciou a vztahmi medazi
objektmi. (Pantziara, Philippou, 2012)

Pri overovani testov u Ziakov siedmeho a 6smeho roénika sme zistili, Zze ziaden zo Ziakov
nevedel vymysliet slovnu Ulohu. Jednym z dévodov je aj to, Ze na slovenskych zakladnych
Skoldch sa nekladie déraz na tvorenie slovnych uloh, ale na ich riesenie. Ziaci teda nie su
zvyknuti tvorit slovné ulohy, a preto sme sa rozhodli toto zadanie pozmenit. Sformulovali sme
slovnu ulohu, ktord mali Ziaci vyriesit. TaktieZ tu ide o vyjadrenie procesu séitania slovnou
formulaciou a vztahmi medzi objektmi.

Metodoldgia

Vo februdri a v marci 2016 sme realizovali predvyskum, v ktorom sme chceli overit, ¢i je dany
test vhodny pouZzit v podmienkach slovenskych skél. Na zaklade pouZzitia roznych Statistickych
metdd sme zistili, Ze dany test zamerany na zlomky méZieme povaZovat za dostatocne
doveryhodny nastroj a s malymi GUpravami ho mozeme pouzit aj v podmienkach slovenskych
$kol. (Svecova et al., 2017)

Dalsim krokom bolo overenie Gspednosti rieenia jednotlivych tloh na zakladnych $kolach
a s tym suvisiaci vyber vyskumnej vzorky.
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Tematicky celok Zlomky, poctové vykony so zlomkami, kladné raciondlne cCisla je podla
Statneho vzdelavacieho programu zaradeny do siedmeho roénika zékladnych $kél. Vzhladom
na to sme si ako vyskumnu vzorku zvolili Ziakov siedmeho roc¢nika zakladnych $kol.

Dany test sme na zaklade vysledkov predvyskumu upravili a overili v aprili 2017 na vyskumnej
vzorke Ziakov siedmeho roénika ZS Bernoldkova v Suranoch. Podla vysledkov testu a naslednej
diskusie sme zistili, Ze Ziaci siedmeho roc¢nika este nemaju upevnené ucivo o zlomkoch,
pretoze vteste zlyhdvali aj v najlahSich ulohach. V diskusii uviedli, Ze zlomky sa udili uz
v priebehu oktdbra a novembra a zabudli ako ich poditat.

Nasledne na to sme dany test overovali aj u Ziakov dsmeho roénika ZS Bernoldkova
v Suranoch, nakolko Ziaci v &smom roéniku si opakuju a upeviiuju uz nadobudnuté vedomosti
o zlomkoch. Zistili sme, Ze sice Ziaci 6smeho ro¢nika dosahovali o nie¢o lepSie vysledky ako
Ziaci siedmeho roc¢nika, stale nemaju Uplne utvrdené vedomosti o zlomkoch, kedZe jadrom
uciva matematiky 6smeho roc¢nika su zaporné Cisla.

Vzhladom na to sme si aj po diskusii s uCitefmi z praxe ako zakladny subor zvolili Ziakov
deviateho roc¢nika zakladnej Skoly. Vyskum sme realizovali v maji - juli 2017, teda v ¢ase, ked'
Ziaci deviateho roc¢nika mali absolvované Testovanie 9 a absolvované prijimacie pohovory na
strednu Skolu. Nakolko sa Ziaci na Testovanie 9 pripravuju zopakovanim uciva druhého stupna
zakladnej skoly, m6Zeme ocakavat, Ze tito Ziaci budu mat zopakované, osvojené a zapamatané
poznatky o zlomkoch a raciondlnych dCislach, atak moZeme skimat zavislosti vyplyvajuce
z vyskumnych otazok. Testu sa nakoniec zucastnilo 35 z 39 oslovenych zakladnych 3$kol
z Novych Zamkov, Surian, Nitry, Luéenca, Trencianskej Turnej, Tren&ianskeho Jastrabia, Ziliny,
Zlatych Moraviec, Paldrikova, Liptovského Mikuld$a, Banova, Lazian, Brancu, Haligoviec,
Aleksiniec a Celadic. Vyskumnu vzorku tvori spolu 930 Ziakov 9. roénika zakladnych kol
v uvedenych mestach.

Interpretacia vysledkov

Zakladné informdcie o Uspesnosti rieSenia jednotlivych Uloh su uvedené v grafe 1. RieSenia
jednotlivych uloh sme kdédovali nasledovnym spdsobom. Ak sa Ziaci pokusali danu ulohu
vyriesit, ale nedospeli k Ziadnemu vysledku, pridelili sme kéd 0, v pripade spravnej odpovede
sme pridelili kéd S, v pripade nespravnej odpovede sme pridelili kéd N a v pripade, Ze Ziak
danu ulohu neriesil, pridelili sme kdd 9.

Z uvedeného grafu 1 vyplyva, Ze medzi najmenej naroc¢né uUlohy patria ulohy A5, A6, nakolko
maju najlepSiu percentualnu Uspesnost spravnych odpovedi. Postupne sa percentudlna
Uspesnost spravnych odpovedi zniZuje a zvySuje sa percentudlne zastUpenia nespravnych
odpovedi a odpovedi, v ktorych sa Ziaci nedopracovali k Ziadnemu vysledku. Ide hlavne
o tUlohy A4, A7, B5, B7. Ulohy B4, B6, C5 a C7 vyriesilo priblizne iba 50% Ziakov. Najtaz$imi
ulohami boli ulohy C4 a C6, ktoré vyrieSilo priblizne iba 30% Ziakov. Zaujimavy je aj postreh, ze
medzi Ulohy, ktoré Ziaci naj¢astejsie neriesili patria ulohy B6, C4, C5, C6 a C7. S vynimkou ulohy
B6 ide o ulohy na Urovni stadia reifikacie, ¢o znamena, zZe by mali byt najzlozitejsie. Vo vsetkych
ulohach museli ziaci vyuZit hlbsie poznatky o zlomkoch, neslo o ulohy, v ktorych sa vyuzije iba
naucené pravidlo. D6vodom niz3ej Uspesnosti riesenia tloh C5 a C7 mohol byt aj fakt, Ze dané
ulohy mali dlhsie slovné zadanie. Pri Glohach B6 a C6 mohol problém nastat preto, lebo od
Ziakov sme Ziadali aj vysvetlenie rieSenia.
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Uspegnost rie$enia jednotlivych tloh
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Graf 1: Uspednost riedenia jednotlivych Gloh

Zaver

V ¢lanku sme sa zamerali analyzu porozumenia zlomku ako miery, relacii usporiadania
a rovnosti zlomkov a operacie scitania zlomkov u Ziakov 9. rocnika zdkladnych $koél. Taktiez
sme analyzovali Ziacke rieSenia z pohladu ich spravnosti.

Zistili sme, Ze Ulohy A5 a A6 boli pre Ziakov prili$ jednoduché (Uspesnost vyssia ako 80%). Ide
o ulohy na drovni stadia interiorizacie, teda by mali byt najmenej naro¢né.

Dal3iu skupinu o nie¢o naro¢nejsich Uloh, ktoré vyriesilo priblizne 70% Ziakov tvoria Glohy A4,
A7, B5 a B7. Ide o ulohy na drovni Stadia interiorizacie a kondenzacie.

Tretiu skupinu uloh, ktoré vyriesilo priblizne 50% Ziakov tvoria ulohy B4, B6, C5 a C7. Ide
o ulohy na urovni stadia interiorizacie a reifikacie.

Ako najtazsie sa ukazali Ulohy C4 a C6 na Urovni Stadia reifikacie. Predpoklada sa, Ze tieto ulohy
boli pre Ziakov zlozZité, pretoze nejde o Standardné skolské ulohy vyskytujuce sa v uéebniciach
a v pracovnych zositoch, ktoré Ziaci pouzivaju v skole.

Zaujimavé je aj zoskupenie jednotlivych Gloh. Vyskum Svecova (et al., 2017) ukazal, Ze niektoré
ulohy tvoria akési Stadium prechodu medzi jednotlivymi Stadiami. Predpokladdme, Ze z toho
dovodu mozZeme pozorovat medzistupne po sebe iducich drovni aj na nasej vyskumnej vzorke.

Zavyznamné povazujeme aj zistenia, Ze medzi Ulohy, ktoré Studenti najéastejsie neriesili patria
ulohy B6, C4, C5, C6 a C7, ktoré su s vynimkou ulohy B6 vSetky na urovni Stadia reifikacie.
Priciny preco Ziaci dané ulohy neriesili mohli byt napr. to, Ze zadanie bolo prilis dlhé, v Glohe
sme Ziadali rieSenie zdovodnit a pod. Problém mohol byt aj v pristupe vyucujuceho
k vyplfianiu daného testu, ale aj v pristupe Ziakov, ktory test ignorovali, alebo vypifali iba
ulohy, nad ktorymi sa nemuseli hlbSie zamyslat.

Taktiez z percentudlnej Uspesnosti rieseni jednotlivych Uloh modzeme vidiet, Ze najviac
nespravnych odpovedi uviedli Ziaci v Ulohach B4 a C4, ktoré predstavuju umiestnenie zlomku
na Ciselnej osi.
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Praca s ciselnou osou v suvislosti so zlomkami v podmienkach slovenskych 3$kol zrejme
absentuje. Ciselna os by viak mala byt zahrnuta do vyu&ovacieho procesu, nakolko ide o jednu
z interpretacii zlomku. Ziaci by si teda mohli vytvorit komplexneji obraz o zlomkoch
a raciondlnych cislach, ¢im by sa prispelo ku skvalitneniu vyucovania danych konstruktov.
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Abstract

The article deals with the relationship of the fourth and fifth grade pupils to the subject of mathematics
at the primary school. The partial objectives were: to analyze the current state of the problem solved
on a global and domestic scale; the establishment of an appropriate research tool, its administration
and the statistical processing of the data obtained to verify hypotheses. Additional goals were to
determine the influence of gender, grade, age, education of the parents, and school location on pupil
attitudes towards mathematics. A questionnaire was used as a research tool with a 5-point scaled
Likert-type items, which was administered to 225 pupils of four primary schools.

Keywords: attitudinal analysis, student attitudes, perception of mathematics

Classification: B10

Uvod

Dlouhodoby trend naznafuje pokles v Urovni matematickych znalosti a matematického
mysleni studentl stfednich ivysokych skol. Neni mozné na zakladé uUspésnosti v daném
predmétu automaticky usuzovat na fakt, Ze dany predmét bude pro zdka oblibeny. Napfiklad
Nicolaidou, Philipou (2003) odhalili, Ze ackoliv japonsti studenti pred¢i v matematice studenty
z jinych zemi, maji ¢asto negativni postoj k matematice. Oproti tomu McCleod (1992)
a Hammouri (2004) nasli pozitivni vztah mezi mezi postoji a Uspéchem v matematice. Oproti
tomu vysledky Zak( 4. roc¢nik v matematice (TIMMS 2015) byly lehce nadprimérné.
V matematice dosahlo 9 zemi EU lepsiho vysledku nei CR a &tyfi zemé mély vysledek
srovnatelny. Z dlouhodobého hlediska (1995 — 2007) byl zaznamenan statisticky vyznamny
pokles vysledkd zak( v matematice. Pozitivni trend ve smyslu mirného zlepSeni nastal v roce
2007, presto vsak v roce 2015, byly zaznamendny horsi vysledky neZ v roce 1995. Je pfijemné
konstatovat, Ze za poslednich 8 let doslo u ¢eskych zakud k nejvétsSimu zlepseni ve zkoumanych
oblastech matematiky ze vSech 18 zemi, které se do Setfeni TIMMS 2007 a 2015 zapojily.
Nepfijemnym zjisténim je, Ze Cesti Zaci maji podprimeérnou motivaci ucit se matematiku, maji
malou dlvéru ve své schopnosti, a také zdjem zak( o studium matematiky poklesl. S timto
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souvisi vyzkum Pavelkové a Hrabala (2012) jeZ zahrnoval 3108 zak( (151 tfid 25 zakladnich
Skol) 6. az 9. ro€niku. Vyzkumnici hodnotili postoje zakd ke Skolnim pfedmétliim pomoci Sesti
uzavienych Skdlovych polozek s pfihlédnutim ke znamce na poslednim vysvédcéeni. Zaméfili se
na oblibu pfedmétu, obtiznost, pfisuzovany vyznam a sebehodnoceni Zdka v daném
predmétu. Autofi tvrdi, Ze matematika je ¢eskymi Zaky povazovana za jeden z nejméné
oblibenych a nejobtiznéjsich predmétl. Chval (2003) metodou sémantického diferencidlu na
vzorku 4351 zak( z 53 $kol z 230 tfid od ctvrté tfidy zakladni Skoly, po koneéné ro¢niky Skol
stfednich, zjistil, Ze postoje ceskych zakl k matematice, se béhem Skolni dochazky zhorsuiji.
Déti zpravidla zacinaji Skolni dochazku s pozitivnim postojem k matematice (Ma & Kishor,
1997) a vyrazny posun smérem k negativnimu postoji, se objevuje na pocatku druhého stupné
zakladni Skoly. Samotnym prechodem na stfedni Skolu, se tento vztah v priméru neméni, ale
uvedeny pokles naddle pokracuje. Neopomenutelny neni ani fakt, Zze fada vyzkum( neni
vékové dostate¢né vyhranéna (Ruffel a kol., 1998). Na zakladé Setfeni Cheung (1988) jez
popisuje vék 11-13 let jako kriticky z hlediska postoje zdka k matematice bude nadale v ¢lanku
analyzovana pravé tato vékova skupina.

Analyza zakovskych postojli a moznosti jejich méreni

Vznik postojli byva rozmanity, zpravidla se vSak utvarti jako ndsledek vlastnich osobnich
zkusenosti, ¢i v dasledku velmi zadvazného a silného prozitku (napt. velkého citového otresu),
nebo prevzetim hotovych postoji od jinych osob velmi blizkych, respektovanych nebo
milovanych (Vacinova, TrpiSovska, Farkovd, 2008). Cim je postoj extrémnéjsi, tim vice byva
intenzivni a mnohem obtiZznéji ovlivnitelny (Vagnerovd, 1997). V pedagogické praxi je vSak
Uplnd znalost funkce postoje témér nemoZna, proto se snazime postihnout funkce
nejdUleZitéjsi a na né se zamérit (Paulik, 2003). Heider (1958) zastava ndzor, Ze lidé usiluji o
dosazeni tzv. kognitivni rovnovahy. Disonance mezi postoji, vede ke stavu kognitivni
nerovnovahy, kterd predstavuje pro jedince, jez ji proziva, stresor. Kognitivni disonance je
jednim z hlavnich faktor(, které vedou ke zméné postoju.

Vlastni postoje jsou slozZité psychické struktury nemohou byt méreny pfimo. Na postoje
Ize pouze usuzovat z rGznych typ( Cinnosti ¢lovéka (Kohoutek, 2004). Nejcastéji pouZivanou
metodou méreni postoju, byvaji dotaznikova Setfeni, ktera vyuzivaji celou fadu skal, jakymi
jsou i) Likertova $kdla, ii) Guttmanova Skala, iii) stupnice sémantického diferencialu. (VI¢kova,
2013).

Vlastni vyzkumné Setfeni

Vyzkumny vzorek byl tvoren 225 zaky ¢tyr zakladnich skol. Chlapci tvofili 52 % vyzkumného
vzorku (n = 117). Do vyzkumného Setfeni byli zahrnuti Zaci tretiho, ctvrtého
a patého rocniku zakladnich skol. Priimérny vék respondentll byl 9,61 rokl a pohyboval se
v rozmezi od 8 do 12 let. Zastoupeni respondentt v jednotlivych rocnicich bylo nasledujici:

3. ro¢nik — 61 respondent(, 4. rocnik — 97 respondentd, 5. ro¢nik — 67 respondentll. Podle
oblibeného predmétu lze zaky rozdélit do dvou skupin: prvni tvofi Zaci, ktefi jako svij oblibeny
predmét oznacili matematiku (n = 70), druhou C¢ast pak tvofi studenti
s jinym oblibenym pfedmétem nez matematikou (n = 154).

Pouzity vyzkumny nastroj byl jiz v Ceském prostfedi validizovan v ramci vyzkumu
Prokopa a Komornikové (2007). Pro zjistovani reliability pouzitych skal a jejich subskal byly
pouzity standardni metody uZivané v pedagogickém vyzkumu. U nastroja vyuZivajicich pro
odpoveédi respondenttd pétistupnovych Likertovych skal (Likert, 1932) byl spocitan koeficient
Cronbach a (Cronbach, 1951; McGartland Rubio, 2005). Zjisténd hodnota je v tomto ptipadé
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a=0,89. Vzhledem ke skutecnosti, Ze obecné akceptovatelné hodnoty koeficientu jsou mezi
0,7 a 0,95 (Tavakol & Dennick, 2011) je moZné nastroj pouzit. Vzhledem k jeho struktufe je
mozné jej rozdélit na tfi ¢asti: i) demografické udaje (¢ast A), ii) Zakovské postoje k matematice
(¢ast B), iii) faktor spokojenosti zaka s jeho vlastnim Zivotem (¢ast C). Posledni ze zmifiovanych
faktora je, vzhledem ke zkoumanému, spiSe okrajovy a proto mu nebude naddle vénovéana
vétsi pozornost. K ucellim vlastni analyzy dat byly formulovany hypotézy, které jsou zminény
vzdy u pfislusné kapitoly. Z dlvodu maximalni prehlednosti je dale vtextu vénovdna
pozornost vzdy nejdfive deskriptivni a nasledné induktivni analyze dat pro kazdou hypotézu
zvlast. Statistické veli¢iny uvedené v této Casti textu jsou pouzivany ve shodé s odbornou
statistickou literaturou (Hendl, 2012): N - ¢etnost, @ - pramér, primérna hodnota, Me -
medidn, Mod - modus, Min - minimum, Max - maximum. Pokud doslo k identifikaci odlehlé
hodnoty napfiklad pomoci kvantilového grafu, je vhodnéjsi (nez pouZiti ne pfilis rigoréznich
statistickych metod) zkoumat, proc viibec odlehlé hodnoty vznikly (to nelze ni¢im ekvivalentné
nahradit). Pokud byla odlehld hodnota identifikovana, Setfili jsme, zda se nejednd o chybu
v méfeni. Vzhledem k rozsahu souboru lze ocekdvat, Zze se vidy najde hodnota, kterd je
odlehla. Pfi odstrafiovani odlehlych nebo extrémnich hodnot neni moziné postupovat
mechanicky. Pro nékteré mnoZziny dat jsou odlehlé hodnoty typickym jevem, coZ je nutné
zohlednit (Hendl, 2012). Detekce odlehlych hodnot probéhla metodou vnitfnich hradeb a
ovérena Grubbsovym (vyuzivd se za predpokladu normdlniho rozdéleni dat) a Dean-
Dixonovym testem (testovani malych* soubor(i nebo souborl s nezndmym rozdélenim).
Vlastni vyzkumny nastroj tvofil 5-stupfiovy Skdlovany dotaznik Likertova typu obsahujici 35
polozek, kdy odpovédi se scitaly. Bylo tak mozné dosahnout hodnot v intervalu 35-175.

Vliv pohlavi na postoje k matematice

B (postoj)
Chlapci | Divky
N 117 108

) 133,54 | 124,56

Med | 134,00 | 122,00
Mod | 122,00 | 113,00
Min | 80,00 | 76,00
Max | 168,00 | 167,00

Tab. 1: Vliv pohlavi na postoje k matematice

Neprojevil se velky rozdil mezi chlapci a divkami vzhledem k rozlozeni dat. Maxima i minima
jsou priblizné srovnatelna. Rozdily zacinaji byt patrné ve chvili, kdy pracujeme s ukazateli
charakterizujicimi miru (median, primér, modus). Na zakladé téchto hodnot je moiné se
domnivat, Ze mezi skupinami bude statisticky vyznamny rozdil, coZz budeme nadéle ovérovat
pomoci induktivni analyzy. Vzhledem k charakteru dat (porovnavame dvé metrické hodnoty)
je nejdrive nutné ovérit jejich normalitu. Testovani normality dat probihalo pomoci Shapiro-
Wilkova testu normality (Shapiro & Wilk, 1965), kdy testujeme proti nulové hypotéze, Ze
posuzovana data maji normalni rozdéleni. Vzhledem k hodnoté p-level pfislusného testu
(p=0,010) dochazi k zamitnuti Ho o normalité dat, vyuZijeme pro srovnani mediani hodnot
u chlapct a divek Mann-Whitney test (Mann & Whitney, 1947). Testuje se nulova hypotéza

* Za malé soubory jsou povaZovany soubory o €etnostech 3-10 pozorovani (viz napf. Meloun & Militky, 2012).
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fikajici, Ze mediany hodnot chlapcli a divek jsou si rovny. ProtoZe zjisténa hodnota p-level
daného testu je mensi nez 0,05 (p=0,0001) zamitame nulovou hypotézu a tvrdime, Ze mezi
chlapci a dévcaty je statisticky vyznamny rozdil v postojich k matematice. Vzhledem
k hodnotam uvedenym v tab. 1 je zfejmé, Ze chlapci maji k matematice lepsi postoje, jak divky.

Vliv véku na postoje Zdka k matematice

B (postoj)
8 let 9 let 10let | 11 let
N 24 81 80 37

) 134,75 | 129,23 | 128,14 | 128,05
Med | 139,50 | 132,00 | 127,00 | 124,00
Mod | 102,00 | 132,00 | 113,00 | 153,00
Min | 102,00 | 76,00 | 77,00 | 83,00
Max | 167,00 | 168,00 | 168,00 | 163,00

Tab. 2: Vliv véku na postoje Zaka k matematice

Patrny je mirny pokles hodnot v ramci ukazateld charakterizujicich miru polohy (medidn,
aritmeticky prlimér). Tato poloha medianu vUci prlimeéru, zfejmé indikuje zeSikmeni hodnot.
Na zakladé tohoto poklesu Ize pfedpokladat, Ze s pfibyvajicim vékem Zakd, mUzZe klesat obliba
matematiky, cozZ se nadale ovéri pomoci induktivni statistiky. Tuto situaci jsme se snaZzili ovérit
tak, Ze jsme zjistili, zda jsou rozdilné postoje Zak( vzhledem k vékovym skupindm. Vzhledem
k nenormalité (p<0,01 pro Shapiro-Wilk(v test) dat byl pro toto Setfeni pouZzit Kruskal-Wallistv
test (Kruskal & Wallis, 1952). Testovala se nulova hypotéza fikajici, Ze mediany hodnot jsou si
rovny vzhledem kvéku respondenta. Vzhledem k hodnoté p-level (p=0,72) neni mozné
zamitnout nulovou hypotézu a vychazime tak z predpokladu, Ze Zaci v rozmezi véku 8 — 11 let
maji stejné postoje k matematice.

Vliv skolniho hodnoceni z matematiky na postoje Zaka k matematice

B (postoj)
Vyborné | Chvalitebné | Dobfre
N 115 70 21

) 133,86 121,99 124,86
Med | 135,00 120,50 122,00
Mod | 99,00 138,00 104,00
Min 77,00 76,00 90,00
Max | 168,00 168,00 163,00

Tab. 3: Vliv skolniho hodnoceni z matematiky na postoje zaka k matematice

Je zfejmy zajimavy pokles hodnot pokud se zaméfime na ukazatele miry polohy (median a
pramér) mezi zaky, kteri obdrzeli na vysvédcéeni vybornou zndmku, oproti zbyvajicim zakam.
Proti této skutecnosti stoji ukazatele variability, kde hodnoty dosahuiji stejnych nebo témér
stejnych hodnot. Pokud se podivame na minima, dochazi ke znaénému rozdilu hodnot, mezi
zaky svybornym a chvalitebnym hodnocenim oproti zakim, ktefi maji na vysvédceni
matematiku hodnocenou dobre. Maxima jsou témér stejna. Z tabulky byly vyfazeny hodnoty
4 respondentd, ktefi v dotazniku uvedli zndmku z matematiky dostate¢nou, a 1 respondenta
s hodnocenim z matematiky nedostatecné. Tuto hypotézu jsme se snazili ovéfit tak, ze jsme
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zjistili, zda jsou rozdilné postoje Zak( vzhledem k jejich Skolnimu hodnoceni (konkrétnéji
znamce z matematiky na poslednim vysvédceni). Vzhledem k nenormalité dat byl pro toto
Setfeni pouzit Kruskal-WallisGv test. Testovala se nulova hypotéza fikajici, Ze mediany hodnot
znacici postoj zaka k matematice jsou si rovny vzhledem ke Skolnimu hodnoceni z matematiky.
Na zakladé hodnoty p-level (p=0,002) je mozné zamitnout nulovou hypotézu a tvrdit, Ze je

evvs

z kvartilového grafu.

Porov nani postoji vzhledem ke $kolnimu hodnoceni
180

160
140
o
-
0 o
g 120 a o
o
) L
100
80
60
1 2 3 4

Obr. 1: Kvartilovy graf porovnavajici postoje zakl vzhledem ke znamce z matematiky

Z grafu je na prvni pohled patrny vyznamny rozdil stfednich hodnot v postojich zaka
s hodnocenim vyborné z matematiky, oproti zbyvajicim kategoriim. Zaci s hodnocenim
chvalitebnym, dobrym, ¢i dostateénym, jiz vykazuji vice negativni postoje vici matematice
oproti vybornym Zakdm. Zaci s hodnocenim nedostateénym, nejsou vzhledem k nizkému
poctu respondentd (jeden zak), soucasti analyzy. Také Zak( s hodnocenim dosatatecné bylo
velmi maélo a do grafu jsou uvedeny pouze pro prehled.

Vliv vzdélani rodici na postoje Zaka k matematice

V tabulce jsou uvedeny nasledujici zkraty: ZS — zakladni $kola, VL — stfedni $kola s vyu¢nim
listem, SS — stfedni $kola s maturitou, VS — vysoka gkola.

Vzdélani otce Postoje Vzdélani matky| Postoje

ZS | VL | SS | VS ZS|VL|SS|VS
N 21 | 72 | 74 | 52 N 33(/60(83|42
@ 134 | 130 | 125 | 132 )} 130[134(124(132
Med 131|131 | 123|132 Med 131]135(122/134
Mod 130 | 147 | 123 | 132 Mod 130/158/99 (128
Min 102 | 76 | 80 | 84 Min 7697|7788
Max 168 | 167 | 166 | 168 Max 168167168164

Tab. 4: Vliv vzdélani rodi¢l na postoje zaka k matematice
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Na zakladé deskriptivni analyzy neni mozné dojit k jednoznacnému zavéru a tak jsme pfistoupi
k induktivni analyze. Vzhledem k nenormalité dat byl opro toto Setfeni pouzit Kruskal-Wallisav
test. Testovala se nulova hypotéza fikajici, Ze neni statisticky vyznamny rozdil v postojich zaka
vzhledem k dosazenému vzdélani otce ¢i matky. Tuto situaci jsme rozdélili zvlast pro otce a
zvlast pro matku. Vzhledem k testovym hodnotam p-level (p=0,0001 v pfipadé vzdélani otce
a p=0,0004 v pripadé vzdélani matky) dochdzi k zamitnuti Ho pro obé tyto oblasti. Je tedy
znatelny vliv vzdélani rodicd na postoje zdka k matematice. Blize budeme celou situaci
demonstrovat kvartilovym grafem.

Vzdélani otce Vzdélani matky

-1 7 I IH] L I 1

e

80

vyucen maturita zakladni vysokoskolske maturita vyucen zakladni vysokoskolske

Obr. 2: Kvartilovy graf rozdilu v postojich zak( vzhledem ke vzdélani otce a matky

Z grafu je patrné, Ze Zaci, jejichz otcové dosahli zdkladniho a vysokoskolského vzdélani,
vykazuji kladnéjsi postoje k matematice oproti zbyvajicim kategoriim. Tato skutecnost byla
patrna jiz z ukazatelll stfednich hodnot ztabulky ¢. 4 v deskriptivni ¢asti. Obecné vsak
vzhledem kvelikosti, rozloZzeni a kolisavosti hodnot, nelze potvrdit hypotézu
o pozitivnim vlivu vzdélani otce na vztah Zaka k matematice ve smyslu: ¢im vétsi vzdélani otce,
tim lepsi vztah Zaka k matematice. V pripadé vzdélani matky je situace odlisnd. Na zakladé
kvartilového grafu je zfejmé, Ze Zaci, jejichz matky dosahly zdkladniho, stfedniho odborného
a vysokosSkolského vzdélani, vykazuji priblizné shodné postoje k matematice. Je zde vsak
vyznamny rozdil téchto tfi kategorii oproti Zakiim s matkami se stfednim odbornym vzdélanim
s maturitou. Tito Zaci vykazuji méné pozitivni postoje k matematice oproti zbytku. Obecné
vsak, vzhledem k velikosti, rozloZzeni a kolisavosti hodnot dochdzime (vzhledem k vyse
formulované hypotéze) ke stejnému zavéru jako u otcu. Vzdélani rodi¢li ma v obou ptipadech
priblizné stejny vliv. Zobou graf(i Ize vysledovat statisticky vyznamny pokles hodnot
v postojich Zakd, jejichz otcové ¢i matky dosahli sttedniho odborného vzdélani s maturitou,
oproti zbyvajicim zak{m.

Zaveér

Vyzkumné Setfeni bylo zaméreno na zjisténi postoju zakda prvniho stupné zdkladnich Skol
k vyuCovacimu pfedmétu matematika. Kromé zjistovani celkové Urovné postojl Zakd, byl také
zjistovan vliv diléich proménnych jako jsou pohlavi, roénik, vék a vzdélani rodicd.
Z hodnot ziskanych béhem vyzkumu, mizZeme na zkoumaném vzorku tvrdit, Ze mezi chlapci a
dévcaty je statisticky vyznamny rozdil v postojich k matematice. Pficemz chlapci v priméru
dosahli pozitivnéjsich postojli k matematice. Ke stejnému vysledku dospéli i Aiken (1976) a
Betz (1978) taktéz tuto teorii potvrdili i Frost, Hyde, Fennema (1994). Ma & Kishor (1997) a
Pajares & Graham (1999) ve svych studiich taktéZ poukazuji na kladnéjsi postoje chlapct
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k matematice. Ukazuje se, Ze Zaci ve vékovém rozmezi 8 — 12 let maji stejné postoje
k matematice. Stejny zavér ucinila ve své bakalarské praci Wolffova (2013), ktera pouZitim
Tukeyova post-hoc testu potvrdila, Ze rozdily mezi vékem a postojem k matematice nejsou
statisticky vyznamné. Tyto zavéry jsou v rozporu s tvrzenim Brusha (1980) a Meece (1981) jez
zkoumali postoje k matematice u zdkl z pohledu véku a zjistili, Ze postoj
k matematice se s vékem zhorsuje. Stejného ndzoru je také Chval (2013).

Z analyzy dat vyplynul vyznamny rozdil v postojich zak( s hodnocenim vyborné
z matematiky, oproti zbyvajicim kategoriim. Zaci s hodnocenim chvalitebnym, dobrym, ¢&i
dostatecnym, jiz vykazuji vice negativni postoje vic¢i matematice oproti vybornym zakam.
McCleod (1992) uvedl, Ze postoj zaka k matematice, ma vliv na Uspéch zaka vtomto predmétu.
Hammouri (2004) ze svych vyzkum( vyvodil zdvér, Ze samotny postoj mize mit vliv na
uspésnost v predmétu. V rozporu s prezentovanymi vysledky je tvrzeni Lindgrena, Silvy, Faraca
a Da Rochy (1964), ktefi tvrdi, Ze je mezi znamkou a postojem k matematice sice pozitivni, ne
viak vyznamny vztah.

Posledni zkouanou oblasti bylo vzdélani rodicl, které se ukdazalo byt, vzhledem k
postoji Zaka k matematice, diskutabilni. Dle Poffenbergera a Nortona (1959) rodice ovliviuji
postoj déti tfemi zpUsoby: 1. rodi¢ovskymi ocekdvanimi uspéchu ditéte, 2. podporou rodicu,
3. vlastnimi postoji rodich. Zjistili také, Ze postoje Zakl jsou spiSe pozitivné spojeny
s vnimanim matematiky z pohledu otcli. Mortimore a Blackstome (2002) nalezli vyznamnou
souvislost mezi povolanim rodi¢e a Uspéchem v matematice. Zjistili vétsi primérné skére u
zaku, jejichZ otcové zastavali profesionalni zaméstnani, oproti Zaklm, jejichZ otcové zastdvali
funkci nekvalifikovanych manuadlnich pracovnikd.
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Abstract

In this article we concern with influence of ICT on the durability of pupil’s knowledge from Geometry based on
recurrent experiment with examination of the pupil’s level of theoretical knowledge of axial and point symmetry
and practical skills via GeoGebra software. The findings obtained from experimental control lesson are
confronted with the conclusions of the other experts in this domain, too.

Keywords: DGS, Geometry, GeoGebra, axial symmetry, point symmetry

Classification: C73, Q73

Uvod

Pritomnost a vplyv informacénych a komunikacénych technolégii (IKT) nemozno popierat a su
sucastou nasho kazdodenného Zivota. Vytvaraju technologickd kulturu, ktora nas obklopuje a
s ktorou sme nuteni Zit, spolunazivat. Rozsiruju nase mentdlne ifyzické kapacity, ako aj
moznosti socidlneho rozvijania sa. (Graells, 2012)

V poslednych rokoch je badatelny velky rozvoj IKT, ¢o sa v su¢asnosti prejavuje v kazdej oblasti
[udskej spoloc¢nosti. Garza (2009) uvadza, Ze tvorba novych technoldgii formuje spolo¢nost
sustredend na hladanie, spracovavanie a vyuzivanie informacii, o sa odraza iv Skolskom
prostredi. Cieflom moderného 3kolstva je dosiahnut integraciu technologickych prostriedkov
spojend so vzdeldvanim Ziakov, Studentov. Avsak so vzdeldvanim, ktoré je v sulade
s poziadavkami stcasného globalizovaného sveta. (Doria, 2014)

Dolezitym prvkom pouzivania IKT v Skolskom prostredi je ich vplyv na edukacny proces.
Preukdzalo sa, Ze integracia IK technolégii sp6sobila velké zmeny rovnako vo forme
komunikacie, ako aj vo forme vzdeldvania avzdeldvania sa. Rozdiely medzi sucasnym
vyucovanim avyucovanim na zacliatku storocdia prinutili uditefov hladat nové metddy,
stratégie (didaktické, pedagogické, herné) s cielom dosiahnut ¢o najvyssiu kvalitu edukaéného
procesu. (Doria, 2014) Robova (2006) uvadza nasledovné pozitivne vplyvy IKT na vyucovaci
proces:

e nazornost vyucovania,
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e aktivizacia Studentov,

e obmedzenie prace mechanického charakteru,
e vacsia intenzita vyucovania,

e rieSenie realnych uloh,

e individudlny pristup k problémom a k Ziakom.

Vyucovanie matematiky za pomoci IKT sa podla Robovej (2006) v dnesnej dobe stava takmer
samozrejmostou. Na druhej strane, vyuzivanie modernej technoldgie vo vyucovacom procese
zavisi nielen od ucitela, ale aj od technického vybavenia skoly, schopnosti Ziakov a pod.

S ohladom na vyssie uvedené, tento ¢lanok sa venuje konkrétnej integracii IKT do vyu€ovania
matematiky na zakladnej kole, pri¢om nadvizuje na Skorecova (2015), Skorecova (2017).
V uvedenych pracach je detailne predstaveny a experimentalne overeny ndvrh cvic¢ebnice pre
Yiakov 5. roénika ZS. Experiment bol zamerany na vyuébu pomocou dynamického
geometrického softvéru GeoGebra ato za pouzitia modernych prostriedkov, akymi boli
tablety (nastroje pre Ziakov) ainteraktivna tabula (ndstroj pre ucitela). Vzhladom na
skutocnost, Ze nebolo moiné zabezpelit vacsiu vzorku respondentov (participantov)
a dlhodobejsi zber udajov, vyhodnotenie experimentu bolo uvedené s kvalitativnymi zavermi
o pozitivnom vplyve na motivaciu Ziakov. Trvacnost ich vedomosti overovana nebola.

Podla Zilkovej (2006) ,Ziaci vzdeldvani prostrednictvom IKT vo vybranych celkoch matematiky
dosahuju lepsie vysledky v rieseni matematickych uloh z hladiska trvdacnosti nadobudnutych
poznatkov ako Ziaci vzdeldvani tradi¢nou metddou (bez IKT)”.

Nadvazujic na uvedené tvrdenie sme zistovali, akd trvacnost maju vedomosti Ziakov
z experimentu popisaného v prispevku Skorecovd (2017).

Priebeh vyucovacej hodiny-experiment

Overovacia (kontrolnd) vyucovacia hodina bola zrealizovana v septembri v skolskom roku
2017/2018 presne po 1-rocnom ¢asovom odstupe. V rdmci kontrolnej vyucovacej hodiny sme
chceli ziskat odpovede na nasledovné otazky:

a) Vedia zZiaci zobrazovat Utvary v osovej a stredovej simernosti?
b) Vedia Ziaci zobrazovat Utvary v osovej a stredovej simernosti v programe GeoGebra?
Experimentalna Skola poskytla rovnaké podmienky ako pred 12 mesiacmi:

e vyucovanie sa uskutocnilo v rovnakej u¢ebni, kde bola k dispozicii interaktivna tabula
a Skolské tablety,

e Ziaci boli rozdeleni do tych istych dvojic,

e kazda dvojica mala prideleny tablet s rovnakym cislom ako pocas experimentalneho
vyucovania.

Ucitelka neinformovala Ziakov o overovacej hodine, ucivo si vopred nezopakovali a s tabletmi
nepracovali na Ziadnej vyucovacej hodine od skoncenia experimentu.

Ziakom bol zadany test, ktory obsahoval jednu Glohu na osovu simernost a jednu dlohu na
sumernost stredovu.
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Testova uloha 1: Zostrojte lubovolny trojuholnik ABC a zobrazte ho v osovej sumernosti,
pricom os o leZi mimo zostrojeného trojuholnika.

Testova uloha 2: Zostrojte lubovolny Stvoruholnik ABCD a zobrazte ho v stredovej sumernosti
podla stredu S, kde stred S je lubovolne zvoleny.

Obrdzok 1: Ziaci 6. ro¢nika ZS pocas overovacej vyucovacej hodiny .

Uvodna ¢ast vyucovacej hodiny bola zamerana na slovné zopakovanie si uciva. Ziakom boli
poloZené nasledovné otdzky:

e Co si predstavime pod pojmom zobrazenie?

e Aké zobrazovania pozndme?

e Aky je rozdiel medzi osovou a stredovou sumernostou?

e Ako sa nazyva dynamicky softvér, v ktorom sme zobrazovali jednotlivé utvary?
e Pracovali ste s tabletmi pocas vyucovacich hodin?

Otazky boli kladené ndhodne vybranym Ziakom. Odpovede Ziakov sluzili len ako ,,odrazovy
mostik“ pre dalSie optimalne riadenie vyucovacieho procesu.
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Riesenie testovych uloh

Nasledovalo rieSenie 1. testovej ulohy. Kazda dvojica si samostatne zostrojila flubovolny
trojuholnik ABC vo svojom tablete. Ziaci najskor popisali jednotlivé kroky postupu konstrukcie
a nasledne ich zostrojovali v programe GeoGebra. Z dévodu, Ze Ziaci pracovali v spominanom
dynamickom softvéri iba pocas uvedeného experimentu, bolo potrebné vykonavat
konstrukciu aj na interaktivnej tabuli. AvSak konstrukcia na interaktivnej tabuli neprebiehala
simultdanne so Ziackymi konstrukciami. Najskor Ziaci popisali nasledujici krok postupu
konstrukcie, dalej si spolo¢ne povedali (zaspominali), ako sa poZadovany utvar zostroji
v softvéri GeoGebra a nasledne ho skonstruovali vo svojich tabletoch.
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Obrazok 2: Ukdzky Ziackych rieseni testovej tlohy 1.

Konstrukcia poZadovaného uUtvaru bola na interaktivnej tabuli prevedend az po vykonani
Ziackych konstrukcii. Interaktivna tabula slizZila ako ndstroj pre porovnanie ucitelovych
a ziackych konstrukcii, resp. ich pripadnu korekciu.

Na zaver testovej Ulohy, ak uz Ziaci zostrojili hladany obraz trojuholnika ABC, bolo potrebné
vykonat skisku spravnosti, t. j. cez ikonu Osovd stmernost.

Ak obraz A’B’C’ trojuholnika ABC splynul s obrazom zostrojeného cez ikonu osovej simernosti,
Ziaci nadobudli presvedcenie, Ze konstrukciu vykonali spravne (vid Obrazok 2).

Testova uloha 2 bola v porovnani s prvou testovou Ulohou rie$end samostatnejsie. Ziaci si
najskor spolocne popisali jednotlivé kroky postupu konstrukcie, avSak samotnu konstrukciu uz
dvojice vykondvali samostatne. Obraz A’B’C’'D’ stvoruholnika ABCD nebol zostrojeny na
interaktivnej tabuli.

Ak Ziaci nevedeli, ako postupovat pri konstrukcii obrazu Utvaru v stredovej simernosti alebo
ako pracovat v programe GeoGebra, poZiadali o pomoc ucitela, resp. inych spoluZiakov. Na
zaver opat vykonali skisku spravnosti, tentokrat cez ikonu Stredovd stimernost.
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Kuzelosecka N/ - ¢

e = KruZnicovyOblUkIE, D, F]

- e=1106

k = KruZnicovyObluk[E, C, J]

- k=15T1

p = KruZnicovyOblak[E, B, M]

= p=28T1

q = KruznicovyOblak[E, A, P]

- g=2514

Polpriamka

f = PolpriamkalD, E]

— f1.64x+26y=18.94

g = PolpriamkalC, E]

— g 1.78x-426y=-17.27
h = PolpriamkalA, E]

— h:6.44x+31y=36.39

Obrazok 3: UkdZky Ziackych rieseni testovej tlohy 2.
Vyhodnotenie vyuc¢ovacej hodiny

Na zdklade pozorovania azaznamov z experimentu a analyzy Ziackych rieSeni uvddzame
zavery v nasledujucich tabulkach.

Podla udajov uvedenych v Tabulke 1 je moiné povaZovat vysledky overovacej hodiny za
dostatocne uspokojivé. Zaradenie tabletov do vzdelavacieho procesu umoznilo Ziakom:

e pracovat vo dvojiciach, vzajomne spolupracovat, reSpektovat jeden druhého;
e pracovat vlastnym tempom;

e nadobudnut nové zazitky i skisenosti;

e 0svojit si a zaroven rozvijat zruénosti v dynamickom softvéri;

e moznost tvorit, realizovat sa a pod.

Praktické zru¢nosti

Teoretické vedomosti
v GeoGebre

‘ot Hiak
(pocet Ziakov) (potet Fakov)

Vyborné 9 3
Priemerné 11 17
Podpriemerné 2 2

Tabulka 1: Uroveri teoretickych vedomosti a praktickych zruénosti Ziakov.

K vysledkom v Tabulke 1 pripajame komentar. Ukazalo sa, Ze viac ako polovica Ziakov si
pamétala postup konstrukcie na zdklade (farebného) vizudlneho zazitku. Ziaci si pamatali
farebné odliSovanie hlavnych a pomocnych Utvarov, rézne grafické Styly znazorriovania
priamok, farebné zvyraznenie dolezitych bodov, atd.
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Uvadzame kratky citat jedného zo Ziakov, ktory popisal postup konstrukcie nasledovne:

» Kolko bodov md ten utvar, tak tolko musime spravit aj priamok, aj
kruznic, aj vsetkého, aby sme dostali ten isty utvar na opacnej strane.
A rysujeme to Ciarkovane, aby sme vedeli, Ze to su iba pomocné utvary.”

V stlade so zavermi Zilkova (2006) sa aj my domnievame, 7e konkrétna integracia tabletov
a dynamického softvéru do vyucovacieho procesu mali pozitivny dopad na trvacnost
nadobudnutych poznatkov. Ndasledne uvadzame kvalitativne zhodnotenie rieSeni oboch
testovych uloh.

Testova uloha 1

Uspesnost riesenia testovej ulohy 1

(pocet ziakov)

7z

Ano Nie

Pomoc ucitela Nedostatok

Samostatna praca .. Technické problém ,
P (spoluziakov) P y vedomosti

3 13 4 2

Tabulka 2: Suhrn vysledkov riesenia testovej ulohy 1.

Komentar k vysledkom v Tabulke 2:
e Obraz A’B’C’trojuholnika ABC sa podarilo zostrojit 8 z 11 dvojic.

e Dve dvojice mali technické problémy s pracou v dynamickom softvéri, avSak postup
konStrukcie pri zobrazovani trojuholnika ABC teoreticky ovladali.

e Jedna dvojica Ziakov nemala dostatok teoretickych vedomosti tykajucich sa
tematického celku azruénost pri praci v programe bola taktieZ nedostatocna.
Spominana dvojica mala rovnaké problémy aj poc¢as experimentu realizovaného pred
rokom.

Testova uloha 2

Uspesnost riesenia testovej tulohy 2

(pocet Ziakov)

z

Ano Nie
£ ori P Citel' L ) Nedostatok
Samostatna praca omoc HEME'a | Technické problémy edostatol
(spoluziakov) vedomosti

5 15 0 5

Tabulka 3: Suhrn vysledkov riesenia testovej ulohy 2.

K vysledkom v Tabulke 3 pripdjame komentar:
e Ulohu samostatne vyriesilo 5 Ziakov z 22.
e Sprdvne zostrojilo obraz pozadovaného Utvaru 10 z 11 dvojic.

e Rozdiel medzi dvojicami bol iba v ¢ase, za ktory sa im podarilo zostrojit obraz zadaného
Utvaru.
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e Ak niektora z dvojic nevedela, ako postupovat pri konstrukcii obrazu Stvoruholnika,
mohli sa spytat susednej dvojice. Pripadné technické nedostatky Ziakom pomohli
vyriesit ucitelia alebo opat ina Gspesna dvojica.

e Hladany obraz Stvoruholnika sa nepodarilo zostrojit tej istej dvojici, ktord bola

neuspesnad v prvej testovej Ulohe. V porovnani s prvou testovou ulohou vsak boli Ziaci
Uspesnejsi a aj pracu so softvérom hodnotili ako technicky jednoduchsiu.

Celkové zhodnotenie vysledkov

MoéZeme teda skonstatovat, Ze rozdiel vysledkov experimentu a aktualnych vysledkov
overovacej hodiny je minimalny. Ziaci, ktori dosahovali nadpriemerné vysledky pred 12
mesiacmi, boli UspesSni aj pocas overovacej hodiny. Pocas diskusie ndm prezradili, Ze si
program nainstalovali aj doma do svojich pocitacov.

TaktieZz zastdvame nazor, Ze za vysokym percentom UspeSnosti sa skryva nielen vyuzitie
programu doma, ale aj moZnost pracovat vo dvojiciach.

Dal$im moznym faktorom ovplyviujicim vysledky bola aj pozitivha pracovna klima v triede.
Sami Ziaci ndm s odstupom ¢asu povedali: ,nemali sme pocit, Ze sa uc¢ime matiku”. Ziaci
nadobudli pocit neformalneho ucenia sa. PoteSujuce bolo najma zistenie, Ze si Ziaci pamatali
pred rokom zavedené ,pravidlo KPK“ (kolmica, priesecnik, kruZnica). ISlo/ide o
mnemotechnickd pomaocku pri praci so softvérom. Poznamenavame, Ze toto pravidlo vyuZivali
najma ti Ziaci, ktorych celkové vysledky z matematiky boli na podpriemernej drovni.

Objektivne treba uviest, Ze problematickejSou Castou overovacej hodiny bola praca so
samotnym programom. RieSenie prvej testovej Ulohy bolo narocénejsie v porovnani s druhou
testovou Ulohou. Ziaci sa rozpamatdvali, ako zostrojit jednotlivé Gtvary v programe GeoGebra.
Z udajov v Tabulke 1 vidiet, Ze iba 3 Ziaci by vedeli zostrojit obraz jednotlivych Gtvarov aj bez
uvodného opakovania. Napriek tomu sa domnievame, Ze vzhladom na kratkost
zrealizovaného experimentu boli Ziacke zru¢nosti viac nez postacujuce.

Zaver

"Neintegrovat digitdlne technoldgie do oboch tychto roli, do ucenia aj
ucenia sa, znamend prehlbovat priepast medzi skolou a redlnym
Zivotom, a teda dalej zniZovat motivdciu a déveru Ziakov vo formdline
vzdeldvanie." (Kalas, 2013)

Sucasny digitdlny svet si vyZzaduje zaclenenie IKT do vsetkych odvetvi nasho Zivota. Je
opodstatnené polozit si otazku, ¢i moderny spésob vyucovania (s IKT) prinasa lepsie vysledky
ako tradi¢ny spOsob vyucovania (bez IKT). Vo svete sa realizovalo a stale realizuje mnozZstvo
vyskumov, ktoré sa zaoberaju otazkou skvalitnenia vyucovacieho procesu za podpory
informacnych technoldgii. Je moiné skonstatovat, Ze vysledky réznych kvalitativnych
vyskumov preukazuju zlepsSenie v uéeni sa matematiky v réznych aspektoch. (Vanicek, 2009)

Vysledky, ktoré sme ziskali aktivnym pozorovanim na overovace] vyucovacej hodine, su
v sllade s tvrdeniami vyssSie spominanych vyskumov. Na zdklade spozorovaného dospievame
k zaveru, Ze vyuzitie IKT malo pozitivny dopad na trvacnost Ziackych vedomosti u sledovanych
Ziakov. Komplexne si dovolime konstatovat, Ze si Ziaci po 12 mesacnom odstupe ucivo
pamatali a po kratkom opakovani vedeli vykondavat konstrukcie v programe GeoGebra.
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Ak jednotlivo porovname Ziacke vysledky dosiahnuté pocas experimentu a pocas overovace;j
vyucovacej hodiny, rozdiely si minimalne. Zohladnujuc fakt, Ze Ziaci po skonceni experimentu
nepracovali s tabletmi na Ziadnej vyuCovacej hodine, uUroven ich technickych zru¢nosti bola
viac neZ uspokojiva. Je doleZité poznamenat, Ze nasim primarnym ciefom bolo Ziakov naucit
zobrazovat Utvary v osovej astredovej sumernosti, t. j. nie ich naucit pracovat s
programom GeoGebra. Dynamicky softvér sluzil ako nastroj pre lepSie a efektivnejSie
osvojenie si poznatkov.

Ako uvadza Kalas a kol. (2013), v siéasnom svete je ddlezité integrovat digitalne technoldgie
do procesu ucenia a ucenia sa. V opacnom pripade by to znamenalo oddelovat $kolu od
redlneho Zivota. Technoldgie boli vytvorené so zamerom ulahcit ndm pracu, ale aj ¢innosti
beiného Zivota. Ak sa ich uditelia naudia vyuzivat efektivne, vyucovacie hodiny budu pre
Ziakov motivujuce, tvorivé, zazitkové a je tu vacsia pravdepodobnost trvalého osvojenia si
poznatkov.
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Abstract. In history of Mathematics many examples and tasks have been occurred which motivate
mathematician to progressive research and developing further mathematical branches. Through an
analysis of literary sources published in the Czech and Slovak Republic over the past century this
paper presents a brief look at this kind of tasks like are famous geometric problems of antiquity.
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Uvod

V historii matematiky sa objavili mnohé geometrické problémy, ktoré svojou naroc¢nostou
ovplyvnili rozvoj matematiky po mnohé starocia. Ktymto ulohdm patrili hlavne klasické
ulohy, akymi boli duplicita kocky, kvadratura kruhu, trisekcia uhla, konstrukcia pravidelnych
mnohouholnikov a rektifikacia kruznicového oblika. Ukazalo sa, Ze problém ich rieSenia Uzko
suvisel s dovtedy zauZivanou geometrickou tradiciou, kde sa vyZzadovalo zostrojit riesenie
ako cisto euklidovsku konstrukciu.

Poznamenavame, Ze pod euklidovskou konStrukciou sa rozumela (a rozumie) taka
geometricka konstrukcia, ktora sa da realizovat len pomocou kruZidla a lineara (pravitka bez
vyznacenej mierky). Ukazalo sa, Ze technicka prax bolo ndtena uspokojit s pribliznymi
konsStrukciami. Hoci mnohé rieSenia viedli k pribliznej konstrukcii, kde odchylka v presnosti
bola mensia ako hrubka tuhy ceruzky, uUlohy stale davali podnet k dalSiemu badaniu a
k hladaniu iného, exaktnejSieho riesenia.

V tomto ¢lanku poddme struény prehlad o domacej i zahranicnej literature, ktord sa venuje
rieSeniu problematiky niektorych, vyssie uvedenych, historickych uloh.

Roézne pristupy k rieSeniu

Ako sme uz spomenuli, klasické grécke problémy (duplicita kocky, kvadratura kruhu, trisekcii
uhla, konstrukcia pravidelnych n-uholnikov, rektifikacia kruznicového obldka) su ulohy
historické. O ich didaktickom vyzname ako silnej motivacii pojednava kniha (Hejny, 1989).
Ide o Citatelovi najdostupnejSiu publikaciu, kde sa piSe: ,Klasické problémy po mnohé
stdarocCia motivovali, usmernovali a testovali rozvoj matematiky. Preto ich pomenujeme
strategické. ...Strategicky motiv pini v Ziakovej psychike dve funkcie: podnecuje zdujem Ziaka
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a ukazuje mu smer.” Napriklad v uvedenej literature sa uvadza rieSenie problému duplicity
kocky pomocou dvoch Specidlnych, do seba zapadajlcich posuvnych ramov, tzv. kriZiaka.

Obrdzok 1. Riesenie problému duplicity kocky pomocou kriZiaka podla (Hejny, 1989]

V uvedenej publikacii najde citatel aj rieSenie problému trisekcie uhla. Uvaddza sa , Ze asi
v 4. st. pred. n. |. Hippias navrhol krivku, tzv. kvadratix, pomocou ktorej je mozné vykonat
trisekciu uhla i kvadraturu kruhu.

C

A B

Obrdzok 2. Kvadratix a jeho konstrukcia podla Hippiasa

Zaujimavé riesenie trisekcie uhla ndjdeme v préci (Langr, 1912), v ktorej autor riesi trisekciu
ostrého uhla pomocou Specidlneho pravitka. Vtomto pripade pravitko (linedr) nahradza
trojuholnikovym pravitkom s uhlami 90°, 60°,30° a Specidlnym vyrezom, ktory umoziuje
konstrukciu rovnoosej hyperboly. V ¢lanku sa uvadza postup, ako je mozné pomocou tohto
$pecidlneho pravitka uskutocnit trisekciu fubovolného uhla.
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Obrézok 3. RieSenie problému trisekcie ostrého uhla podla (Langr, 1912)

Zaujimava je publikacia (Seifert, 1951), kde ndjdeme rieSenie problému trisekcie uhla a
zalozené na algebraicko-geometrickej metéde. RieSenim je zostrojenie usecky, ktorej dlzka je
koreriom algebrickej rovnice 3. stupna

x3—3ax?—-3x+a =0, kdetga =x, tg(3a) = a
odvodeného cez vzorec

3tga—tgla
1-3tg2a

tg(Ba) =

a
"3

Histdria ukazala, Ze algebra ma ,silny nastroj“ na rieSenie v podobe algebrizacie
geometrickej Ulohy. Samotnd algebraicko-geometrickd metdda je jednou zo Standardnych
metdd rieSenia geometrickych uloh.

Historicky pohlad na problém rieSenia gréckych uloh algebraicko-geometrickou
metddou najde ¢itatel v praci (Cizmar, 2009).

V praci (Kvazs, 2007) autor popisuje dokazy nerieSitelnosti niektorych problémov
v zmysle euklidovskych konstrukcii ajeho postup koreSponduje s historickym vyvojom
podobnym tomu, ako Descartes postupoval v diele Geometria (Descartes, 1637 ).

Zakladnd myslienka vychadza z toho, Ze konstrukcia suctu, rozdielu, sucéinu a podielu
dvoch Usediek, ako aj konstrukcia odmocniny dizky zndamej usecky tvori algebrické pole.
Samotny bod povaZujeme za konstruovatelny, ak vieme urcit obe jeho suradnice.

Ak pre prvky mnoziny P, = {A[0,0], B[0,1]} pouZijeme konecny pocet konstrukcii akymi su
zostrojenie priamky uréenej dvoma bodmi, zostrojenie kruznice, uréenej stredom a bodom,
potom priesecniky vsetkych kruznic a priamok pomocou su tiez body konstruovatelné.

Z toho vyplyva, Ze geometricka konstrukcia je vlastne postupnost rozsirovania vychodzieho
pola. Ide o rieSenie sustavy
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ax+by=c
(x—d)?+ (y—e)?=1r2

Konstruovatelné body su teda body, ktoré maju raciondlne suradnice alebo su kvadratickym
rozSirenim pola raciondlnych Cisel.

K najzndmejSim rieSeniam jedného z problémov — rektifikacii kruznice — patri tzv. Sobotkova
rektifikdcia kruznicového oblika, ktord sa zaraduje medzi priblizné konstrukcie. V knizke
(Stalmasek, 1959) sa uvadza konstrukcia usecky, ktord ma rovnakd dizku ako kruZnicovy
obluk. Odchylka je najviac 0,005 polomeru obluka, pricom tuto hodnotu nadobuda pri
obliku so stredovym uhlom a = %‘ Ak rektifikujeme obluk vacsi ako gje vhodné ho rozdelit

na viac navzajom zhodnych obliukov mensej velkosti.

>
o

Obrdzok 4. Sobotkova konstrukcia rektifikdcie kruZnicového obluka

Ako sme wuviedli v uvode, technickd prax vyZzadovala konstrukcie pravidelnych
mnohouholnikov (sudiastky strojov a pod.) auspokojila sa s pribliznymi konstrukciami
pomocou kruzidla a pravitka.

Jednoduché postupy ndjdeme napriklad vo viacerych ucebniciach technického kreslenia
alebo v dostupnych ucebnych textoch, ako napr. (Holoubek, 1995).

Obrdzok 5. Konstrukcia pravidelného 7 - uholnika podla (Holoubek, 1995) .
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Poznamenavame, Ze v zahranicnej literatire ndjdeme z posledného obdobia prevazine
ucebné texty, ktoré poukazuji na euklidovské konsStrukcie, klasické grécke ulohy
a algebraizaciu geometrie.

Ide najma o publikacie (Hogben, 2004), (Klein, 1894), (Gleason, 1988), ¢i dbéveryhodné
internetové zdroje ako Wolfram MathWorld.

Napr. v Reddy, 2015 sa uvddza aproximdcia 7 a jej vyznam pre rieSenie problému kvadratuary
kruhu a duplicity kocky. Pomocou nerovnosti

obvod kruiZnice obvod vpisaného mnohouholnika do kruznice

priemer kruznice priemer kruznice
14—/2
4

autor urcuje T~

a taktieZ vyuZiva nerovnost na rieSenie problému duplicity kocky. Odvadza pri tom pribliznu
V89+5m2—421

2

hodnotu V2 ~

Zaver

Konstrukcie geometrickych utvarov patria k dolezitej ¢asti matematiky ajej vyuzitia pre
technickd prax. Mnohé ulohy svojou narocnostou podnietili rozvoj pribliznych konstrukcii,
ale aj ponukli otdzku, ¢i existuje postup pre euklidovskd konstrukciu Utvaru. Prepojenim
geometrie a algebry bolo mozné odvodit podmienky, kedy je uloha riesitelna euklidovskou
konstrukciou. Pri Ulohach, ktoré sa ukazali ako euklidovsky neriesitelné sa zacali vyvijat
postupy, ktorymi sice dostaneme priblizné, ale na tolerovanu odchylku, postacujice rieSenie.
Rozvojom vypoctovej techniky a pocitacovej grafiky sa mnohé ulohy stavaju
elementarnymi. Napriklad pomocou dynamického geometrického softvéru nie je problém
vytvorit pravidelny n-uholnik so zanedbatelnou odchylkou od rozmerov ,idealneho”
geometrického Utvaru. To je zrejme dbévod, preco sa novsie ucebné texty zamerané na
priblizné konstrukcie, vyskytuju zriedka.
V uvode sme poznamenali, Ze historické grécke ulohy mali vyznamny vplyv na rozvoj
geometrie a domnievame sa, Ze aj dnes prestavuju vyznamny motivaény impulz. Prikladom
je znama Morleyova veta o rovnostrannom trojuholniku. Pomocou dynamickych
geometrickych programov sa da nielen pekne demonstrovat, ale aj zovseobecnit tak, ako
naznacuje obr. 6.

Obrdzok 6. Zovseobecnenie zndmej Morleyho vety. Zdroj https://www.cut-the-knot.org/triangle/Morley/Morley.shtml|
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Abstract

Developing geometric thinking is necessary for all age groups of children through various appropriate activities.
Therefore, understanding this concept is also important for future teachers at kindergarten. This didactic article
presents results obtained from testing students of bachelor's study at university. The results listed in this article
are based on one test focused on basic geometric knowledge of students. Selected students are from the study
field Pre-school and Elementary Education and their knowledge are necessary for course called Geometry and
Measuring. The results obtained are not generalized.
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Uvod

Matematickej gramotnosti je venovand pozornost v kazdom Statnom vzdeldvacom programe
(dalej SVP), teda aj v SVP pre materské $koly. Rdzne vyskumy v predprimarnom a primarnom
vzdeldvani poukazuju na jej klesajicu uroven (vid [1], [2]).

Statny vzdeldvaci program pre predprimarne vzdeldvanie v materskych $kolach sustreduje
pozornost na rozvoj geometrickych poznatkov deti vo vzdeldvacich S$tandardoch
koncipovanych do jednej podoblasti Geometria a meranie — vzdelavacia oblast Matematika
a prdca s informdciami. Tato podoblast sa zameriava na orientaciu v priestore a rovine, deti
sa v nej zoznamuju s najjednoduchsimi geometrickymi Utvarmi a ich porovnanim a meranim.
[3] Zvladnutie obsahu vzdelavacieho programu je jednou z podmienok dosiahnutia klucovych
kompetencii, ale aj délezitou sucastou pripravy dietata v materskej skole na vstup do
vyucovacieho procesu zakladnej Skoly.

Katedra matematiky na Fakulte prirodnych vied UKF v Nitre zabezpecuje pre odbor
predskolska a elementarna pedagogika vyuéovanie predmetu Geometria a meranie v priprave
buddcich ugitelov, ktorého obsah je orientovany na dany tematicky okruh SVP.
V nasledujucich ¢astiach ¢lanku uvedieme a popiseme vysledky studentov, ktoré boli ziskané
z nami vytvoreného testu. Ciefom testu bolo zmapovat geometrické vedomosti a zrucnosti,
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ktorymi disponuju Studenti a si nutné pre dalSie Studium v danom Studijnom odbore.
Zistujeme teda ich vstupné vedomosti, pretoze v rdmci svojho vysokoskolského vzdeldvania
zatial' neabsolvovali predmet s geometrickym zameranim.

Charakteristika vyskumnej vzorky a nastroja

Predmet Geometria a meranie je vyucovany v 2. rocniku bakalarskeho studia odboru
predskolska a elementarna pedagogika Univerzity Konstantina Filozofa v Nitre. Kazdy Student
by si po absolvovani daného predmetu mal pamatat a porozumiet poznatkom o zakladnych
geometrickych Utvaroch, pochopit polohové a metrické vlastnosti rovinnych a priestorovych
Utvarov. Taktiez by mal vediet analyzovat a spravne interpretovat suvisiacu matematicku
terminoldgiu a symboliku s dérazom na pojmotvorny proces. Dalej by mal diferencovat
a integrovat zakladné poznatky z oblasti geometrie vzhladom na rozvijanie geometrickych
predstdv, atiez aplikovat nadobudnuté teoretické poznatky v rieseni konkrétnych
geometrickych uloh.

Nasu vyskumnu vzorku tvorilo 190 Studentov uvedeného studijného odboru. Moézeme ju
povazovat za reprezentativnu, zber Gdajov prebehol na vyberovom subore Studentov, a teda
popisand vyskumna sonda ma deskriptivny charakter.

Vzhladom na potreby daného odboru sme vytvorili test, ktory pozostaval zo $iestich Gloh. Styri
ulohy v teste boli svyberom odpovedi, dve ulohy vyZadovali rieSenie a vychadzali z uciva
o rovinnych Utvaroch, o telesach, o miere a o zhodnych zobrazeniach.

Vysledky a postrehy z rieSenia testu

Vysledky nasich respondentov poukazuju na problémy sucéasnych absolventov strednych skal,
buducich ucitelov predprimarneho vzdelavania V nasledujlcej ¢asti uvadzame nase postrehy
z rieSenia jednotlivych uloh, vratane nedostatkov, ktoré sa v rieSeniach vyskytovali.

1. uloha

Zadanie: Zakruzkujte utvary, ktoré su trojuholnikmi.

Utvar U Utvar V

utvar W utvar X

Obradzok 1: Zadanie 1. ulohy
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Ulohu vyrieilo 154 $tudentov spravne, t. j. 36 $tudentov nespravne. A7 29 $tudentov z nich
okrem spravne oznacenych trojuholnikov (Utvary W, X) oznacilo aj utvar U ako trojuholnik.
Traja Studenti oznadili atvary U, W ako trojuholniky a zdroven utvar X neoznadili ako
trojuholnik. Dalsi $tudenti urcili ako trojuholnik len Gtvar W (2 3$tudenti), Gtvar V
(1 Student) alebo iba utvary U, V (1 Student).

Z vyhodnotenia 1. ulohy vyplyva, Ze vacSina respondentov trojuholnik poznd, ale utvary
»zlozené z trojuholnikov” az 19 % z nich nevnimalo komplexne, a preto ich oznacili ako
trojuholnik.

2. uloha

Zadanie: Zakruzkujte Utvary, ktoré su obdiznikmi.

utvar S Utvar T Utvar U

Obrdzok 2: Zadanie 2. ulohy

Spravne zakrtzkovalo vietky obdizniky a7 168 $tudentov. Nespravne vyriedilo Ulohu 22
Studentov, pricom 16 z nich iba Utvar S oznacili ako obdlZnik. Iba Utvar T oznacilo ako spravnu
odpoved'5 studentov a iba Utvar U len jeden Student.

Z riedeni 2. Glohy sme zistili, 7e oto¢enim obdiZnika do inej polohy, t. j. polohy inej, ako sa
najCastejSie uvadza, chybné rieSenie malo priblizne 12 % respondentov. Uvedené
percentualne hodnoty povazujeme pre skimanu vzorku za pomerne vysoké, nakolko sa jedna
o zékladné poznatky o obdiZniku a patri to do u¢iva zakladnej $koly.

3. uloha

Zadanie: Dany je Stvorec PQRS. Ktoré tvrdenie je pravdivé pre vSetky Stvorce?
a) PR a RS maju rovnaku dizku,

b) QS a PR su kolmé,

c) PSa QR su kolmé,

d) PS a QS maju rovnaku dizku,

e) Uhol pri vrchole Q je vacsi ako uhol pri vrchole R.

Danu ulohu spravne vyriesilo len 52 studentov, 38 z nich aj so spravnym nacértom ulohy a 14
Studentov nemalo vhodny nacrt k rieSeniu. Nespravnych rieseni bolo az 138, avsak spravny
nacrt malo 54 studentov a nacrt neurobilo 51 Studentov. Ak Studenti urobili nacrt, tak 22 z nich
oznacilo vrcholy v nespravnom poradi PQRS. Styria $tudenti zase pismenami P, Q, R, S oznacili
strany $tvorca, a tieZ dalsi $tyria naértli obdiZnik, ale vrcholy oznaili v spravnom poradi.
Niektori Studenti si zamenili pojmy rovnobezné a kolmé priamky (2 Studenti), jeden Student
uviedol nespravnu odpoved a v jeho néacrte boli vrcholy Stvorca oznacené malymi pismenami,
ale v spravnom poradi.
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Nedostatky v rieSeni 3. tlohy testu uzko suvisia s tvorbou nacrtu Stvorca. Zo 73 % nespravnych
odpovedi az 27 % respondentov nemalo ndacért ulohy. Za vdiny problém v tejto oblasti
povazujeme aj vyrazné nedostatky v oznaéeni vrcholov a strdn daného Stvorca. Myslime si, ze
oznacovanie stran a vrcholov Utvaru by malo byt spravne u vsetkych respondentov.

4. uloha
Zadanie: Nacrtnite dve usecky AB, CD, o ktorych plati: |AB| =2 cm, |CD| = 6cm.

V rieSeniach danej ulohy sme akceptovali aj Ciastocne spravnu odpoved, t. j. ¢i mali dobry
odhad dizky Use¢ky AB alebo mali priblizny odhad dizky Gse¢ky CD. Spravne vyriesilo danu
ulohu 118 Studentov, Ciastocne spravne 51 a nespravne 21 Studentov. Najcastejsie nedostatky
pri ¢iastoCne spravnych odpovediach Studentov boli, Ze odhad 2 cm bol spravny, ale nespravny
bol odhad 6 cm (36 Studentov), alebo odhad 2 cm bol nespravny a odhad jeho trojnasobku bol
spravny (10 $tudentov), alebo $tudenti spravne zostrojili dizku jednej z Useciek, ale nespravne
odhadli trojnasobok dizky (5 $tudentov). V nespravnych odpovediach mali $tudenti najma
nespravny odhad dizky 2 cm a aj trojndsobku tejto dizky (12 $tudentov). Dvaja $tudenti nemali
vo svojich rie$eniach oznacené krajné body Useciek, dvaja nemali spravny odhad dizky 2 cm,
jeden Student Ulohu rysoval a 4 Studenti vobec Ulohu neriesili.

Odhad spravneho vysledku v numerickych vypoétoch, ako aj odhad vzdialenosti (teda aj dizky
usecky) je dalsim problémom, ktory pretrvava a je vyraznejsi.

5. vloha

Zadanie: Do obrdzkov geometrickych utvarov vpiSte pismeno T k tym utvarom, ktoré
znazorfuju TELESA. Tie? priradte k danym geometrickym ttvarom ich spravne nazvy.

Geometrické utvary

— kruznica

trojuholnik

hranol

)

Sestuholnik

ihlan

lichobeznik

valec

kuzel
Stvorec

kocka

Obrazok 3: Zadanie 5. ulohy

S rie$enim tejto tGlohy nemalo problém 147 $tudentov. Ciastoéne tlohu vyriesilo 39 $tudentov
a4 studenti nevyriesili Ulohu vbébec. V radmci ciastoCne spravnych rieseni sa vyskytovali
najCastejSie tieto chyby: jedno z telies bolo neoznacené (9 studentov), alebo boli zamenené
telesa ihlan a kuZel (7 Studentov), alebo neurcili/nespravne urcili 2 az 4 nazvy uvedenych
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geometrickych Utvarov (23 Studentov). Nespravne oznacili viac ako 2 telesa, a nepriradili tak
nazvy k atvarom 4 Studenti.

Zaujimavym zistenim z rieSeni 5. ulohy je, Ze priblizne 4 % respondentov si zamenili pojem
ihlan a kuzel, pricom spravne pomenovat vsetky rovinné a priestorové geometrické utvary
nevedelo 12 % respondentov.

6. uloha

Zadanie: Dokreslite obrazy umiestnené v Stvorcovej sieti, pricom viete, Ze tieto obrazy su
osovo simerné podla vyznacenej osi simernosti.

~ /.

Obrdzok 4: Zadanie 6. ulohy

Posledna 6. uUloha patrila medzi tazsie ulohy testu, pretoZe ju spravne vyrieSilo len 57
Studentov, cCiasto¢ne spravne 119 Studentov a nespravne 14 Studentov. Prvé dva obrazy
spravne doplnilo 13 Studentov, spravne len treti obraz 21 Studentov, spravne prvy az treti
obraz doplnilo 76 Studentov a spravne prvé dva a Stvrty obraz (t. j. treti obraz bol nespravny)
doplnili dvaja studenti. Sedem Studentov malo nespravne zostrojeny prvy alebo druhy obraz,
ale zvysné obrazy uZ boli spravne. Vramci nespravnych rieSeni sa vyskytovalo hlavne
nepochopenie osovej sumernosti alebo neboli dokoncené niektoré z danych obrazov alebo
vObec nebola rieSend uloha (14 Studentov).
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Obrazok 5: UkdazZky riesenia 6. ulohy

RiesSenie 6. Ulohy poukazuje na nutnost precviCovat zobrazovanie réznych Gtvarov v osovej
sumernosti aj pri polohe osi sumernosti vinej, nez je jej vertikdlna poloha. Zaroven
nedoslednost v rieseni jednoduchsich Uloh poukazuje na nutnost viest Studentov nielen
k tomu, aby spravne postupovali v rieSeni ulohy, ale zaroven dosiahli aj spravny vysledok, ¢o
rieSenia tejto ulohy aj potvrdzuju.

Zaver

Geometria a ucivo s nou spojené patri stale k menej obliUbenym vo vyucovani matematiky. Za
dolezité povazujeme cielavedome rozvijat geometrické predstavy u deti predskolského veku,
a tak vytvarat aj pozitivny postoj k matematike. Urcite to zavisi aj od uditela v materskej skole,
ktory sa Casto stavia k vyucCovaniu geometrie ako k menej dolezitej sucasti vyucovania
matematiky. Ak maju ucitelia materskej Skoly v danej problematike jasno a nie je im neznama
a ,tazka”, tak matematické schopnosti deti budu rozvijat prirodzene. Pre deti takyto vyucovaci
proces bude urdite patrit medzi najoblUbenejsiu ¢innost, pretoZe vyucovanie geometrie taky
potencial ma.

V externom testovani Ziakov 5. a 9. ro¢nika zakladnej skoly je nutné ukoncit riesenie ulohy
spravnym vysledkom, ktory je jedinym kritériom spravnosti rieSenia uloh v takomto testovani.
Podobne aj v redlnom Zivote je ¢asto nevyhnutny nielen spravny postup, ale aj spravny zaver,
resp. vysledok rieSenia akéhokolvek problému.

MobzZeme teda v zavere konstatovat, Ze mnohé nespravne, alebo nelplné riesenia uloh testu,
nesuvisia len s nevedomostou v danej oblasti, ale aj s nedostato¢nym upevnenim vedomosti
pri zmene polohy Utvarov a nedostato¢nym vyuZitim znazorfiovania ulohy formou nacrtu.
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