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Abstract

The mathematical strategy analogy is the frequently used method on problem solving and on an executing of
various mathematical proofs. The possibilities usage of this strategy are analysed in various mathematical
branches in the submitted contribution. The effectiveness of the method in question is illustrated via solutions
of several miscellaneous mathematical problems.

Keywords: mathematical strategy, analogy, mathematical problem.
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Uvod

V matematike casto skimame rézne skupiny objektov, pricom sa moézZe stat, Ze niektoré
vlastnosti istej mnoziny objektov maju svoju analégiu (su podobné) vo vlastnostiach inej
mnoZziny objektov. Typické priklady najdeme hlavne v geometrii. Ak niektoré mnoziny
objektov su analogické, tak uz nemusi byt Ziadnym prekvapenim, Ze isté vlastnosti a vztahy v
jednej skupine objektov maju svoju analdgiu vo vlastnostiach a vztahoch v druhej skupine
objektov. Potom identifikaciu tychto vlastnosti a vztahov ziskavame pouZitim matematickej
metddy — stratégie pouZitia analogického (podobného) problému, struéne stratégie analdgia
( Kopka [1], 2004; Polya [2], 1973; Vrébel [3], 2005).

Analdgia v matematike

Analdgia je isty druh podobnosti. Uvazujme napriklad priamky v rovine ako jednu mnozinu
objektov aroviny v priestore ako druhd mnoZinu objektov. MdZeme poloZit nasledujicu
otazku: Aky je minimalny pocet priamok, ktoré v rovine urcuju ohrani¢eny geometricky
Utvar? Zrejme jedna priamka, ani Ziadne dve priamky v rovine neurcuju ohraniéeny rovinny
Utvar. Tri r6znobeiné priamky neprechdadzajuce jednym bodom a leZiace v jednej rovine
urcuju ohraniceny rovinny uUtvar ato trojuholnik. Analogicky je to s rovinami v priestore.
Minimalny pocet rovin, ktoré uz uréuju ohraniceny Gtvar v priestore, je $tyri. Styri roviny,
z ktorych Ziadne dve nie su rovnobezné a vsetky Styri neprechadzaju jednym bodom, urcuju
Stvorsten. Potom medzi trojuholnikom v planimetrii a Stvorstenom v stereometrii je
analdgia, ¢o (ako uvidime v nasledujucej ¢asti) vedie k analogickym vlastnostiam.
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V matematike hovorime ¢asto o podobnosti réznych operacii. Je to vtedy, ked sa napriklad
rézne operacie ,riadia podla tych istych pravidiel“. Napriklad scitovanie aj ndasobenie
redlnych Cisel je komutativne aj asociativne. NavySe ¢éislo O v operacii sCitovania hra
analogicku ulohu ako Cislo 1 v operacii nasobenia.

Analogickd vlastnost méZeme najst aj vinych mnoZinach objektov. Vezmime [ubovolnu
mnozinu A a systém vsetkych jej podmnozin P (A). Na mnozine P(A) uvazujme dve binarne
operdcie: zjednotenie (U) a symetricka diferencia (+). Pre kazdé mnoziny X,Y,Z € P(A)
plati

XuY=YUX, XuY)uzZ=Xu((Yu?2Z2),
X+Y=Y+X, X+V)+Z=X+ (Y +2),
Xuo=X,X+-0=X.

Operacie U, + su teda komutativne aj asociativne a prazdna mnozina @ hrd v tychto
operdciach analogicku ulohu ako 0 (1) v operacii scitanie (ndsobenie) realnych Cisel.

Uvazujme v rovine pevny bod S, mnoZinu T vSetkych otoceni v tejto rovine so stredom
vbode S aoperaciu skladania otoceni. Je zrejmé, Ze tato operdcia je na mnozine T
komutativna aj asociativna a otocenie o 360° hra podobnu ulohu ako 0, 1 resp. @ v hore
uvedenych operéciach.

Analégie operacii v matematike viedli ku vzniku vyznamnych algebraickych teérii, ktoré
pracuju s pojmami ako su grupoid, pologrupa, grupa, okruh a podobne.

S pojmom analdgie suvisi eSte jeden matematicky pojem, ktory sa nazyva dualita. Postavenie
operdacii sCitania a nasobenia redlnych Cisel je v pripade distributivneho zakona rozdielne. Pre
lubovolné realne Cisla a, b, ¢ plati a(b + c) = ab + ac, ale vo vseobecnosti neplati rovnost
a+ (bc) = (a + b)(a + c). Uvedené operacie nemozno vtomto pripade zamenit, ako to
bolo v pripade komutativheho a asociativneho zdkona. Uvazujme vsak ina situaciu. Pre
[ubovolné mnoziny A, B, C platia rovnosti

AAB=BAA (AAB)AC=AA(BAC),
(AAB)mC = (AmC) A (BuC),

kde za znaky A, m mdzZeme dosadit fubovolné z mnoZinovych operacii U, N. Plati viak este
viac. Nech E je lubovolnd pevne zvolena zakladnd mnozina. Komplement mnoziny A € P(E)
v zakladnej mnozine E oznalime A. Ak plati akdkolvek mnoZinova rovnost, v ktorej
vystupuju lubovolné mnoziny z potenénej mnoziny P(E) alen operacie zjednotenia,
prieniku a komplementu, tak vzdjomnou zamenou znakov operdacii U, N avzajomnou
zamenou mnozin @, E, dostaneme opat pravdivi mnoZinovld rovnost. Operacie U, N
a mnoziny @, E su v struktare (P(E),U, N,’, @, E) dudlne. Uvedend Struktira je mnoZinovy
model algebraickej Struktury, ktora sa nazyva boolovska algebra.

V tejto suvislosti treba uviest este jeden dolezity model boolovskej algebry, nazvime ho
logicky. Nech A je mnozZina, ktord obsahuje vSetky vyrokové premenné

p; CI; rl S; pl; qb rl) Sl) Tty pn: qn' r‘l’ll Snl )

dalej obsahuje vSetky formuly vyrokového poctu vytvorené z vyrokovych premennych
pomocou logickych spojok vV, A a ’ (znak negacie) a Ziadne iné prvky. Oznaéme 0 = p /\p',
1=p Vp' ainterpretujme ekvivalenciu formul vyrokového poctu ako rovnost. Ak
v pravdivej rovnosti formul vzajomne vymenime logické spojky V, A avzajomne vymenime
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prvky 0 a 1, tak dostaneme opét pravdivi rovnost. Operdacie V, A a prvky O, 1 su v Struktdre
(A, V, A, 7, 0,1) dudlne.

Aplikacie stratégie analdgia pri rieSeni problémovych tloh

Problém 1. Nech X je fubovolny vnutorny bod trojuholnika ABC. Vedme bodom X priamky
rovnobezné so stranami tohto trojuholnika. Dostaneme tri nové trojuholniky A;B;X, XB,C5,
A3XC3, ktoré su podobné trojuholniku ABC ( obr.1). Nech P;, P,, P; si po rade obsahy
tychto trojuholnikov a P je obsah trojuholnika ABC. Najdite vztah tychto obsahov. Vyslovte
analogické tvrdenie pre Stvorsten.

Riesenie. Ak lubovolné trojuholniky ABC, ABC st podobné s koeficientom podobnosti k =
%, tak ich obsahy st v pomere kZ2.

Obrazok 1

Pre obsahy P;, P,, P;, P teda plati:
Py _ yP1 _ |A1By| P2 _ |XBy| P3 _ |A3X|
P NP -

|AB|’ VP ~ |AB|” VP ~ |4B|’

JP1+/Pa+/P3 __ |A1B1|+|XBy|+|A3X| _ 1
VP |AB| )

Odtial vyplyva, Ze
VP =./P, + /P, +./P;.

Analogické tvrdenie pre Stvorsten bude vychadzat z toho, Ze pomery objemov podobnych
telies s koeficientom podobnosti k sa rovnd k3. Nech X je lubovolny vnutorny bod
Stvorstena ABCD. Vedme tymto bodom roviny rovnobezné so stenami Stvorstena. Tieto
spolu so stenami vytvaraju Styri Stvorsteny, ktoré si podobné stvorstenu ABCD. Oznaéme
ich objemy V;,V,, V3, V,. Objem Stvorstena ABCD oznaCme V. Potom plati

W =3y + Vo +3vs + 3V,

Problém 2. Obsah P trojuholnika sa rovna Ccislu %pr, kde p je obvod trojuholnika ar je

polomer kruznice vpisanej do tohto trojuholnika. Vyslovte analogické tvrdenie pre objem
Stvorstena.
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Riesenie. Ak S je stred kruZnice vpisanej do trojuholnika ABC, 7 je jej polomer a P;, P,, P5 su
po rade obsahy trojuholnikov SAB, SBC, SCA, tak

P=P, +P,+P; = %rlABI +%r|BC| +%r|CA| = %pr,

kde p je obvod trojuholnika ABC.

Nech S je stred gule vpisanej do Stvorstena ABCD, ktory ma objem V. Nech r je polomer
vpisanej gule a V;, V,,V5,V, su po rade objemy Stvorstenov ABCS, ABDS, BCDS, ACDS.
Oznacme P, P,, P;, P, po rade obsahy trojuholnikov ABC, ABD, BCD, ACD. Potom plati:

V=V1+ V2+V3+V4 =%rP1+§TP2 +%TP3 +§TP4 =§PT,
kde P je povrch Stvorstena.

Problém 3. Pre kaidé prirodzené Cislo n plati 22=1ﬁ< 1. Dokazte, Ze pre kazidé

prirodzené Cislon, n > 1, plati

1 1 1
(1+5)(1+5) - (1+75) <2
Riesenie. Pre kazdé prirodzené Cislo n plati :
> s o, o) (-3 G5
k_lk(k+1)_ k=1 \k  k+1) 2 2 3

PouZijeme analogicki metdédu pre sucin:

<1+1)<1+1).....(1+ 1 )J.E.E.é ..... n®

(1 1 )_ n <1
n n+1l) n+1 '

3 8 n2—1) 3 8 15 24 nz —1
_22.33 4455 nm o _om o,
1:3 24 35 46 (n-1)(n+1) n+1

Problém 4. Najdite bijekciu f:(a,b) » (a,b), a,b € R. Analogickou metdédou najdite
bijekciu g: (a, ) — (a, ).

Riesenie. PoZadované zobrazenie f nemozno urcit jednym predpisom. Treba vyclenit
zintervalu vhodnd nekoneénd mnozZzinu A adefinovat vhodné prosté zobrazenia na

disjunktnych mnozinach {(a,b) — A, A. Poloime A = {a + nT_l(b —a);n € N} , 0znaéme

a, =a-+ nT_l(b — a) pre kazdé prirodzené Cislo n. Definujme zobrazenie f: (a, b) — (a, b)
takto:

X, x €{(a,b) — A
An+1r x=a, €A

Fe ={

Dokazme najskor, Ze zobrazenie f je injekcia. Nech x4, x, € (a, b), x; # x,. Stadi osobitne
uvazovat pripady: x;,x, € {(a,b) — A4; x1,x, € A; x; € {(a,b) — A,x, € A. V prvom pripade
f(x1) = x1 # x5 = f(x3).V druhom pripade x; = a,,, X, = a, pre nejaké rdozne prirodzené
Cislam, n. Potom f(x1) = Aymy1 # Any1 = f(x2). V poslednom pripade plati:

f(x1) =x1 €{a,b) —A; x, =a;, pre nejaké k €N ateda f(x;) = ays, € A. Kedie
({a,b) —A) N A =0, tak f(x1) # f(x2).

Dokéazeme, Ze zobrazenie f je aj surjekcia. Oznatme A; = A — {a}. Nech y € (a,b). Ak y €
(a,b) — A4, tak f(y) =y. Ak y € A4, tak y = a,, pre nejaké n € N, n > 2. Potom a,_; €
(a,b) a f(an-1) = ay.
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Pri konstrukcii bijekcie g: (a, ) — (a, ) mozno pouzit analégiu. Za mnozinu A v tomto
pripade staéi vziat napriklad mnozinu {a + n — 1; n € N} a definovat zobrazenie g takto:

g(x) ={

Dokaz toho, Ze zobrazenie g je bijekcia, je prakticky totozny s dékazom v pripade zobrazenia
f. Staci iba namiesto intervalu {a, b) uvaZovat interval (a, o) a namiesto intervalu (a, b)
interval (a, ©).

X, X €{a,o)—A
Ant1s x=a,=a+n—1€4

Problém 5. Na $tvorcovej $achovnici n X n je v kazdom poli do stipéekov umiestneny isty
pocet jednoeurovych minci takym spésobom, ktory je ilustrovany na obr. 2 v pripade n = 3
resp.n = 4.

514 |3 7161|514
4 3|2 6|54 |3
3121 5143 |2

413|121

Obrdzok 2

Celkovy pocet jednoeurovych minci na $tvorcovej $achovnici n X n je potom n3.
PoloZme teraz na Sachovnicu n X n jednoeurové mince tak, ako je na obr.3 v pripade n = 5.

1311211109
11(10| 9 | 8 |7
9 (8|7 |6 |5
71654 3
5143|221
Obrdzok 3

Aky je pri takomto umiestneni celkovy pocet jednoeurovych minci na Stvorcovej Sachovnici
n X n, akn je nepdrne Cislo?

Riesenie. Metdda rieSenia prvého pripadu spociva v premiestneni minci podla diagonaly
zacinajucej zlava dole ako je to ilustrované v nasledujucej tabulke pre n = 4.

7-3/6-2 51| 4

6-2 | 5-1| 4 |3+1

5-1| 4 | 3+1 | 2+2

4 | 3+1|2+42 | 1+3

V druhom pripade postupujeme analogicky, pricom vykondme dve premiestnenia, podla
prostredného riadku a potom podla prostredného stipca. Je to uvedené v nasledujucich
tabulkach v pripade n = 5.
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13-4 | 12-4 | 11-4 | 10-4 | 94 9-2|81|7|6+1|5+2
11-2 {10-2 | 9-2 | 82 | 7-2 9-2|81|7|6+1|5+2

9 8 7 6 5 9-2|81|7|6+1|5+2
7+2 | 6+2 | 5+2 | 442 | 3+2 9-281|7]|6+1]|5+2
544 | 444 | 344 | 244 | 144 9-2 18-1|7|6+1|5+2

Takto je na $achovnici 5 X 5 celkove 52 - 7 jednoeurovych minci. Vo vieobecnom pripade
Sachovnice n X n, n je neparne prirodzené dislo, je v strede tabulky cislo, ktoré sa pri

, . . . . v, 3n—-1 , v
uvedenych premiestneniach nemeni arovna sa Cislu - Preto celkovy pocet

. . o . y . - 3n-1
jednoeurovych minci umiestnenych na $achovnici sa rovna &islu n? 5

Niekedy metddou analdgie mozno dospiet k neCakanym hypotézam, ktoré potom treba
potvrdit exaktnym dokazom.
Nech P(x) = ag + a;x + -+ apx™, ay # 0. Ak ¢, ¢, ..., cp SU korene polyndmu P, tak

P(x)=a0(1—:—1)(1—%)-~--(1—i),
a1=—ao(i+é+---+i).

Podobne pre polyném Q(x) = by — byx? + byx* — -+« + (=1)"b,x?"™ , by # 0, s korefimi
dl, _dl, dz, _dz, ey dn, _d‘l’l p|atl' .

00 (1-3)(1-3) - (1-3).
teda by = b, (d—1%+d—1%+---+é).

L. Euler metdédou analdgie dospel k myslienke pouzit vztahy koeficientov a korenov
polyndmu pre rozklad istych mocninnych radov. Pre kazdé realne Cislo x, x # 0, plati:

sinx x2 x2n
=1-=+--4+ (D"
3! ( ) (2n+1)!
. sinx , v ” v
Rovnica — = 0 ma nekonecne vela korenov: m,—m,2n,—2mn,...,nw,—nm,... . L. Euler

X
dospel k domnienke, Ze

1— §+ et (_1)n(2f:11)! o= (1 _ z_z) (1 _ %) e (1 _ (n’i)z) .

odkial Specidlne vyplyva rovnost

L4 1yt

3! w2 4m? n2m?

+...’

teda

2
”_=1+l+..._|_i2_|_..._
6 4 n

Euler najskor testoval spravnost poslednej rovnosti na inych prikladoch a nakoniec ju
exaktne dokazal.
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Na druhej strane uvedena analdgia medzi ,, kone¢nym a nekone¢nym® je skutocne zriedkava.
Ved napriklad sucet konecného poctu redlnych Cisel nezavisi od poradia scitancov, ale
konvergencia a sucet nekonec¢ného ciselného radu (teda sucet nekonecne vela Cisel) zavisi
o . — . 1 L .
od poradia ¢lenov radu. Je zndme, Ze Ciselny rad Z;‘{;l(—l)”“; konverguje a jeho sucet sa
i ‘y 2 i v -
rovnd Cislu In 2. Potom sucet radu Z,‘;‘;l(—l)"“; sa rovna Cislu 21n 2. VSimnime si, Ze
v tomto rade, teda v rade
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

—_—— —_—— ____.|____ —_——

+ + +
1 1 3 2 5 3 7 4 9 5
su pre kazdé neparne prirodzené Cislo n dva ¢leny s menovatelom n a to % a —% . Pre kazdé

. . - . T \ 1 x
parne prirodzené &islo n je vtomto rade jediny ¢len s menovatelom n a to - Cleny tohto

radu premiestnime tak, aby ¢leny nového radu nasledovali po sebe podla menovatelov.
Dostaneme rad

. s . iy o 1., .
Porovnanim postupnosti ¢iastocnych suctov tohto radu a radu Zn=1(—1)"+1; zistime, Ze
obe postupnosti maju rovnaku limitu a teda oba rady maju aj rovnaky sucet a to Cislo In 2.

Zaver

Stratégia analdgia je v matematike nenahraditelnou metédou, ktord sa pouziva pri
formovani niektorych délezZitych matematickych pojmov, pri dékazoch i pri rieSeni réznych
problémov prakticky v kazdej matematickej discipline. V matematike je navyse cely rad
pojmov, ktoré su ,symetricky” definované. Napriklad pojem infima a suprema ohranicenej
neprazdnej podmnoziny nejakej usporiadanej mnoziny. Preto aj cely rad tvrdeni, v ktorych sa
vyuziva infimum, ma svoju analdgiu v tvrdeniach so supremom. Pravda, musime byt pri
aplikacii metddy analdgia opatrni a nehladat analégiu niekde , kde v skutoénosti nie je.
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Abstract

The paper addressing the issue of critical thinking of secondary level elementary school pupils in subject
mathematics. Based on results of previous research we point out need to develop ability to use critical thinking
of pupils during they solve verbal tasks and construction tasks in geometry, which forms the base for successful
acquisition of knowledge in subject technics teaching at elementary school. We analyze foreign textbooks, too.
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Uvod

V sucasnom obdobi sa do popredia dostdva poZiadavka odbulrania memorovania uciva Ziakmi.
Prioritou je vzdeldvat Ziakov zakladnej Skoly tak, aby vedeli hladat suvislosti, identifikovat potrebné
Udaje a vediet ich aplikovat v novych situaciach. Pozornost odbornej verejnosti sa zameriava na rozvoj
kritického myslenia Ziakov.

Vysledky hodnoteni Ziakov Slovenskej republiky v medzinarodnej stadii OECD PISA 2015 su dlhodobo
podpriemerné v porovnani skrajinami OECD. Slovenskd republika dosiahla v prirodovedne;j
gramotnosti vykon na Urovni461 bodov. Vykon Ziakov SR v prirodovednej gramotnosti sa
nachadza pod priemerom zucastnenych krajin OECD. V matematickej gramotnosti dosiahli Ziaci vykon
na drovni 475 bodov. V porovnani s rokom 2012, ked bola matematickd gramotnost naposledy
hlavnou sledovanou oblastou, priemerny vykon nasich Ziakov klesol o0 6 bodov, ¢o nepredstavuje
vyznamné znizenie vykonu [1].

Identifikovat jasné priciny uvedenych vysledkov je tazké. Domnievame sa, rozvoj kritického myslenia
a podpora interdisciplindrnych vztahov mézu mat kardinalny vplyv na zlepsenie sticasného stavu. Je
zrejmé, Ze najvacsie moznosti v uplatiiovani medzipredmetovych vztahov maja vyucovacie predmety
matematika, fyzika a technicka vychova. Kym vedomosti a zrucnosti z fyziky su nevyhnutné najma pri
realizacii r6znych konstrukénych rieSeni a vybere vhodného technického materialu, z hladiska jeho
roztaznosti, nosnosti, vodivosti a pod., vedomosti Ziakov z matematiky tvoria zadklad pri rieSeni
vSetkych teoretickych, ako aj praktickych uloh, v technike. Vedomosti z algebry su dolezité pri
planovani mnoZstva potrebného materialu, pri vypoctoch objemov navrhovanych vyrobkov, ¢i pri
vypocte finanéného zatazenia potrebného na realizaciu diela. Geometria poskytuje Ziakom zakladné
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vedomosti a zru€nosti pri zobrazovani telies, rysovania, predstavivosti a manipuldcie s objektmi
v rovine a priestore. Uvedené vedomosti a zru€nosti tvoria zdklad UspeSného zobrazovania objektov
v technickom vzdeldvani. Z toho vyplyva, Ze UspesSnost najst spravne rieSenie Uloh v technike je
podmienené schopnostou Ziakov vyuZivat interdisciplinarne vztahy v praxi.

Problematika rozvoja kritického myslenia v Skolskej praxi

Kritické myslenie je aktivny, systematicky proces porozumenia a vyhodnocovania argumentov.
Argumenty poskytuju fakty o tom, aké vlastnosti ma dany skimany predmet alebo aky vztah je medzi
dvoma alebo viacerymi objektmi. Argumenty tiez poskytuju dékaz na podporu alebo vyvratenie
tvrdenia [2, s. 326]. Zuvedeného vyplyva, Ze kritické myslenie znamena schopnost nepodliehat
nekriticky vSseobecnému nazoru alebo naliehavosti nejakého zdielania, naivne nepreberat tradované
nazory apostoje, ale naopak dokazat zaujat odstup avytvarat si vlastné stanoviskd na zdklade
vlastnych vedomosti a skusenosti [3, s. 35].

Autori G. J. Domike a E. O. Odey [4, s. 2], ktori sa vo svojej vedeckej praci zaoberaju problematikou
vzdeldvania Studentov strednych a vysokych $kél konstatuju, ,Ze posunut hranice vedeckého
vzdeldvania studentov je moZné v tom pripade, ak o zdmernu snahu rozvijat schopnost kriticky mysliet,
obohatime uZ vzdeldvanie Ziakov zdkladnej skoly.”

Suhlasime s nazorom Vanecka a kol., Ze kritické myslenie nepredpoklada, Ze Ziaci budu vedeni k tomu,
aby stale nieco kritizovali. Kritické myslenie vnima ako ,,nestranné a nezdvislé myslenie, kedy si procese
pozndvania kaZdy Ziak vytvdra svoje vlastné ndzory, hodnoty a presvedcenia.” [3, s. 36]. Jeho podstatou
je myslienkovéa nezavislost, pricom vysledkom nemusi byt originalne riesenie, ale dopracovanie sa
k vysledku na zaklade vlastnych Uvah a ndzorov. ,Ziskanie dostatocného mnoZstva relevantnych
informdcii nie je cielom, ale vychodiskom kritického myslenia” [3, s. 36].

Mnohi pedagdgovia, ako aj vyskumni pracovnici, sa stotozfiuju s ndzorom, ze ak chceme, aby Ziaci
dosiahli lepsie vysledky, nestacdi ich vzdelavat len pomocou ucebnice a uéebnych materialov vo
vyuéovacom procese. Ziaci si nemaju len osvojovat vedomosti, ale aktivne pristupovat
k samovzdeldvaniu [5, s. 144].

Naucit Ziakov kriticky mysliet je naro¢na uloha pre kazdého ucitela. Zakladnou podmienkou je vytvarat
v Ziakoch potrebu kritického pristupu k skutocnosti. To je moziné, len v pripade, ak uditel ucivo
vysvetluje v logickych suvislostiach, trvd na presnosti, racionalnom zdévodneni rieSenia a overeni
zvolenych postupov rieSenia.

Schopnost Ziakov kriticky mysliet je mozné rozvijat vo vsetkych vyuéovacich predmetoch. Prirodovedné
predmety vychddzaju zo vSeobecne platnych axiom a prirodnych zdkonov, ktoré tvoria zaklad pre
rozvoj kritického myslenia Ziakov.

Je vsak ¢astym javom, Ze Ziak si ¢asto osvojuje nové vedomosti, ktoré z roznych pricin prijima bez
zamyslenia, bez uvaZovania nad dalSimi moznostami rieSenia alebo skiimania, preco bola dana uloha
rieSend prave tymto spésobom.

Absencia kritického myslenia a pristupu k vedomostiam je jednou z moznych pric¢in formalnych
vedomosti, rézne sa prejavujucich na kvalite Ziackych vedomosti aprenasanych aj do
medzipredmetovych vztahov. Napriklad, kritické myslenie je ddleZité aj pri rieSeni tloh v technickom
vzdeldvani zZiakov na 2. stupni zakladnej Skoly a je zabezpecCované vyucovacim predmetom technika.

Na zaklade skusenosti z vlastnych vyskumov v oblasti technického vzdeldvania konstatujeme, Ze
technické vzdeldvanie nie je mozné efektivne realizovat bez uplatfiovania vedomosti a zruénosti, ktoré
Ziaci nadobudli vzdeldvanim v ostatnych vyucovacich predmetoch [6], [7].
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Z pohladu vyucby matematiky, matematika je jednym zo mnohych Skolskych predmetov, v ktorom
prijimanie vedomosti bez hlbsieho uvazovania brzdi rozvoj kritického myslenia. Je to paradox, pretoze
kazdy tematicky celok poskytuje opacné prileZitosti a systematicky rozvija kritické myslenie Ziakov [8,
s. 35].

Interdisciplinarita vztahu matematika — technicka vychova je zrejma. V matematike je mozné rozvijat
schopnost kriticky mysliet rieSenim geometrickych a slovnych uloh, ktoré patria k naro¢nejsim
tematickym celkom. Priich rieSeni sa od Ziakov vyZaduje schopnost identifikovat podstatné informacie,
zakreslit abstraktné informacie dané v zadani Ulohy do jednoduchého nakresu alebo schémy a na
zaklade konkretizovanych (zobrazenych, zakreslenych) ddajov analyzovat a vyhodnocovat navrhnuty
postup riesenia, jednotlivé kroky zdévodnit a overit vysledok.

Z uvedeného vyplyva, Ze rieSenim slovnych uloh a geometrickych konStrukcii je u Ziakov rozvijana
schopnost kriticky mysliet ako délezZita kompetencia, ktora je zakladom pre Uspesné osvojenie si uciva
vo vyucovacom predmete technika. Vzhladom k dobrej ¢asovej dotacii hodin matematiky na zakladnej
Skole a dorazu na riesenie konstrukénych dloh a slovnych uUloh, dalo by sa ocakavat, Ze Ziaci budd mat
tuto kompetenciu primerane rozvinutu.

Ako vsak vyplynulo z vyskumu, ktorého vysledky sme publikovali v roku 2015, absolventi zakladnej
Skoly preukazali velmi nizku Uroven schopnosti graficky zobrazovat vnimané objekty [8].

Konstatovali sme, Ze Ziaci 9. ro¢nika Z$ nie st schopni spravne vyhodnotit informécie vo forme
statickych obrazov a taktieZ nemaju osvojené potrebné zrucnosti na vytvorenie vlastnych statickych
obrazov (tabuliek, grafov, schém, vykresov), ktoré by presne, jednoznacne a vystizne vyjadrovali
pozadované informdcie. Pri vyhodnoteni rieSenia uloh sme zistili, Ze pri¢iny ich nedspechu v nami
realizovanom testovani boli:

o nedostatocne osvojené zruénosti pri praci s rysovacimi pomockami,
e nedostatoCne osvojena potrebna odbornd terminoldgia,
e neschopnost zobrazit ,videné” vo forme vlastného zobrazenia skuto¢nosti s prihliadnutim na
zakladné tvarové prvky a rozmery zobrazovaného telesa,
e nizka Uroven priestorovej predstavivosti Ziakov,
e neschopnost vyhladat potrebné informacie v zdrojovom dokumente obsahujicom statické
obrazy,
e neschopnost Ziakov pracovat s predstavami,
e nedostatoCne osvojené zrucnosti potrebné pri grafickej komunikacii vo forme podnetnych tloh
(pri citani informdcii a aj ich znazornovani vo forme statickych obrazov) [8].
Vyskumy, ktoré sme realizovali, boli zamerané prioritne na odhalenie bariér, ktoré ovplyviuju
dosiahnuté vysledky v testovaniach. Podrobnou analyzou sme zistili, Ze podpriemerna Uspesnost
Ziakov nie je zapricinena len nedostato¢ne osvojenou terminoldgiou, ale problémom je neschopnost
kriticky analyzovat zadanie, vyhladat podstatné informacie a vyuzit ich pri rieseni tlohy.

Rozvoj kritického myslenia Ziakov zakladnych §kol v zahranici v predmete matematika

Zaujimalo nas, ¢i v zahrani¢nych uéebniciach pre Ziakov zakladnej Skoly ndjdeme ulohy rozvijajuce ich
kritické myslenie. Zamerali sme sa na ulohy, ktoré maju priamy suvis aj s Ulohami, ktoré na Slovensku
rieSia Ziaci aj na vyucovacich hodinach predmetu technika. K dispozicii sme mali dve ucebnice pre
Ziakov 6. rocnika:

1. Mathematik plus. Grundschule Klasse 6,

2. Matematyka 6. Podrecznik dla klasy széstej szkotpodstawowej.
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Konstatujeme, Ze obe publikdacie boli velmi pekne graficky spracované. V porovnani so slovenskymi
ucebnicami pre 6. ro¢nik [9] [10], ktoré sme mali k dispozicii, obsahovali omnoho viac obrdzkov
a zabavnych dloh. Zameranie slovnych Gloh bolo na rodinu a situacie, s ktorymi sa Ziaci mozu stretavat
bezne pri ¢innostiach doma, v Skole alebo pri hrach. Myslime si, Ze obsahové zameranie uloh
v analyzovanych ucebniciach je pre Ziakov podnetné a motivujuce.

V polskej ucebnici pre Ziakov 6. roénika [11] boli zaradené viaceré ulohy majlce priamy suvis
s obsahom vzdeldvania vo vyu¢ovacom predmete technika v Slovenskej republike. V tlohe €. 1 mali
Yiaci vyobrazené stolové hodiny avyznaéené rozne smery pohladov. Ulohou Ziakov bolo spravne
priradit k obrazkom oznacenych pismenami A, B a C smer pohladu.

z przodu

Obrazok 1: Uloha s hodinami [1, s. 144]

V druhej ulohe mali Ziaci rozhodnut, ktoré jednoduché telesa su zakreslené v stipcoch pomocou
pohladu spredu, zhora a zboku (obrazok €. 2). Uvedena uloha je pre Ziakov narocnejsia, lebo nemaiju
k dispozicii 3D zobrazenie telies zndzornenych pomocou troch priemetov. Myslime si, Ze pre Ziakov 6.
rocnika je uloha naro¢na, nakolko u mnohych Ziakov prevladaju este konkrétne myslienkové operacie.

(1)

e
nJ
S

(3) @) (5) (6)

o = Fnd Baet? e

z przodu

Z gory

z boku

Obrazok 2: Prirad teleso s zobrazeniam [1, s. 144]

Obsah a spracovanie nemeckej ucebnice [12], ktord sme mali k dispozicii, bolo najvyhovujucejsie
vzhladom na vek Ziakov 6. ro¢nika. Obsah bol farebny, s mnohymi obrazkami doplfiujicimi text. Texty
ulohy boli formulované jednoznacne a zaujimavo. Slovné ulohy boli zamerané na praktické vyuzitie.

V tlohe €. 1 mali Ziaci rozhodnut, koho rodic¢ia maju vaésiu plochu zadhrady — obrazok 3 [12, s. 156].
Uloha bola zaradena k téme Flacheninhalt von Vierecken (vymera $tvoruholnika) - Vypocet obsahu
$tvoruholnika. K danému ucivu boli zaradené dve uUlohy na vypodet, tri na konstrukciu a pat slovnych
uloh.
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Obrazok 3: Plocha stvoruholnika [5, s. 156]

K téme Flacheninhalt von Dreiecken (vymera trojuholnika) bolo v uc¢ebnici 18 slovnych uloh. Vybrali
sme na ukdzku dve ulohy.

V prvej Ulohe mali Ziaci vypocitat Sirku penzidonu urc¢eného na predaj, ak maju k dispozicii len tato
fotografiu (obrazok 4a). V druhej ilohe sa mal chlapec menom Basti dostat do veZe za Lenou, ale dvere
boli zamknuté (obrazok 4b). Za pribehom boli uvedené dve otazky:

a) Aka vysoka je veza?
b) Aky dlhy rebrik Basti potrebuje, ked rebrik musi byt, kvoli bezpecnosti, oprety o vezu pod
uhlom 70 °?

a) b)

Obrazok 4: Ulohy na vypocet rozmerov trojuholnika a) Gloha Penzién, b) Gloha Veza [12, s. 138]

Vsimli sme si, Ze v nemeckej ucebnici sme nenasli ulohu, v ktorej by boli udaje potrebné k rieseniu
Ulohy, uvedené priamo v texte. To znamena, Ze Ziaci si vidy musia informacie vyhladat z grafického
zobrazenia ulohy.

To je prvy predpoklad k identifikacii suvislosti a hfadania moznosti riesenia.

Riesenie uloh, ktoré maju podstatné informacie zobrazené pomocou schém, obrazov a grafov, rozvija
aj schopnost Ziakov Citat technické vykresy v technicky orientovanych predmetoch (na Slovensku
v predmete technika).

Konstatujeme, Ze vSetky analyzované ulohy su vhodné na rozvoj kritického myslenia Ziakov, nakolko
rozvijaju nasledovné sposobilosti podmieniujice ich kritické myslenie:

e identifikovat suvislosti,
e urcit vztahy medzi sledovanymi objektmi,
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e definovat podmienky,
e identifikovat podobnosti a rozdielnosti,
o riesit problémy a vyvodzovat zavery,
o reflektovat svoje vlastné myslienkové procesy,
e realizovat metakognitivne sebahodnotenie svojich vlastnych nazorov a dévodov na rieSenie
ulohy.
Zaver

Vyucovaci predmet matematika je laickou verejnostou ¢asto vnimany ako na Ziaka naroény predmet,
kde Ziak ziska mnohé vedomosti nevyuzZitelné pre dalsi Zivot. AvSak vyskumami sme preukazali
sUvislost medzi vedomostami a zru¢nostami, ktoré Ziaci nadobudnl vo vyufovacom predmete
matematika a technika. V prispevku sme chceli zdéraznit, Ze rieSenim matematickych Uloh sa Ziak uci
nielen nové vedomosti, vzorce, ale rozvija sa celd jeho osobnost, a tym aj schopnost kriticky mysliet.
Pri hladani spravneho riesenia je Ziak nateny rozmyslat a hfadat potrebné informacie, ktoré nie st na
prvy pohlad viditelné, a najst medzi nimi suvislosti. AZ potom moézZe vyuZit osvojené vedomosti
v podobe spravne zvolenych vzorcov. Myslime si, Ze uvedeny postup je zakladom pre rozvoj kritického
myslenia. Ak by slovenski Ziaci riesili viac uloh, v ktorych su informacie ukryté v statickom zobrazeni,
boli by Uspesnejsi aj v rieseni Uloh v medzindrodnom merani OECD PISA pre oblast matematickej
a prirodovednej gramotnosti.

Pouzita literatura

[1] Vysledky slovenskych 15-roénych Ziakov su podla medzinarodnej Studie PISA 2015 pod priemerom
krajin OECD (online): https://www.minedu.sk/vysledky-slovenskych-15-rocnych-ziakov-su-podla-
medzinarodnej-studie-pisa-2015-pod-priemerom-krajin-oecd/

[2] Ndofirepi, A.P. Is critical thinking desirable for children? In: Mediterranean Journal of Social
Sciences, 2014, vol. 5, no. 10, pp. 325-330. ISSN 1549-3652.

[3] Vanécek, D. a kol. Didaktika technickych odbornych pfedméti. Praha: Ceské vysoké uceni technické
v Praze. 2016. 500 s. ISBN 978-80-01-05991-3

[4] Domike, G. C., Odey, E. O. Teachers pattern of instruction and location on pupils critical thinking in
science achievement in imo state. In: Global Journal of Educational Research, 2011. vol. 10, no. 1,
pp. 1- 7, ISSN 1596-6224.Dobrowolska, M. a kol. Matematyka 6. Podrecznik dla klasy szdstej
szkotfpodstawowej. Wersja dla nauczyciela. Gdansk: Interak, Czarnkéw, 2010. 411 s. ISBN 978-83-
7420-240-4.

[5] Rumanova, L., Zdhorska, J., Vallo, D. Pupils” solutions of a geometric problem from a mathematical
competition. In: Acta mathematica 17. Nitra: UKF, 2015. s. 143-148. ISBN 978-80-558-0613-6.

[6] Tomkova, V. Technickd neverbdlna komunikdcia. 1. vyd. Nitra: UKF, 2013. 204 s. ISBN 978-80-558-
0367-8.

[7] Tomkova, V. a kol. Priestorovd predstavivost v Skolskej praxi. 1. vyd. Nitra: UKF, 2014. 158 s. ISBN
978-80-558-0711-9.

[8] Tomkov4, V., Honzikova, J. Vyznam geometrie v technickom vzdelavani Ziakov 2. stupna zakladnej
Skoly. In: Acta mathematica nitriensia, 2015. vol. 1, No. 2, s. 68-73. ISSN 2453-6083.

[9] Zabka, J., Cernek, P. Matematika pre 6. roénik ZS a 1. roénik gymndzii s osemro&nym Studiom, 1.

Cast. Bratislava: Orbis Pictus Istropolitana, 2013. 143 s. ISBN 978-80-8120-259-9.
[10] Zabka, J., Cernek, P. Matematika pre 6. rocnik ZS a 1. roénik gymndzii s osemroénym $tudiom, 2.
Cast. Bratislava: Orbis Pictus Istropolitana, 2013. 143 s. ISBN 978-80-8120-260-5.

[11] Dobrowolska, M. a kol. Matematyka 6. Podrecznik dla klasy szostej szkotpodstawowej. Wersja dla

nauczyciela. Gdansk: Interak, Czarnkdw, 2010. 411 s. ISBN 978-83-7420-240-4.



https://www.minedu.sk/vysledky-slovenskych-15-rocnych-ziakov-su-podla-medzinarodnej-studie-pisa-2015-pod-priemerom-krajin-oecd/
https://www.minedu.sk/vysledky-slovenskych-15-rocnych-ziakov-su-podla-medzinarodnej-studie-pisa-2015-pod-priemerom-krajin-oecd/

14 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 3, No. 1, p. 8-14

[12] Pohlmann, D., Stoye, W. Mathematik plus. Grundschule Klasse 6. Berlin: Corneslen, Volk und
Wissen Verlag, 2005, 117 s. ISBN 3-06-000665-2.



Acta Mathematica Nitriensia
Vol. 3,No. 1, p.15-22

Mikriensia ISSN 2453-6083

Stratégie rieSenia vybranych uloh krajského kola Matematickej
olympiady v kategérii Z9 v Skolskom roku 2016/2017

Strategy for Solving Selected Problems of the Regional Round of the
Mathematical Olympiad in the Z9 Category in the School Year
2016/2017

Julia Zadhorska @ — Jozef Fulier ®

ab*Department of Mathematics, Faculty of Natural Sciences, Constantine the Philosopher University in Nitra,
Tr. A. Hlinku 1, SK-949 74 Nitra

Received 3 april 2017; received in revised form 13 April 2017; accepted 24 April 2017

Abstract

In this article, we focus on the need to motivate pupils in mathematical studies by organizing competitions and
encouraging them to join competitions. We present a list of current mathematical competitions currently
organized in Slovakia. Approximately 15-year-old pupils have the opportunity to compete in the Z9 category of
the Mathematical Olympiad. We analyze strategies for solving two problems of the regional round of the 66
year of RR MO Z9 (KK MO Z9) in the Nitra region and we are processing the success rate for these tasks in this
round.
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Uvod

Jednym z ciefov matematického vzdeldvania na druhom stupni ZS je, aby Ziaci nadobudli
schopnost pouZivat matematiku vo svojom budicom Zivote a rozvijali svoje logické a kritické
myslenie. Zaroven sa ucia argumentovat, komunikovat a spolupracovat v skupine pri rieSeni
problému. Spoznavaju matematiku ako sucast ludskej kultiry a doleZity nastroj
pre spolocensky pokrok. Nadobudaju zaroven dalSie matematické zrucnosti a schopnosti
pri spracovavani textov a vztahov, nielen matematickych. Doraz sa kladie na matematizaciu
realnej situacie a interpretaciu vysledkov. [1]

Po zavedeni Skolskej reformy do praxe v roku 2008 sa vo vychovno-vzdeldavacom procese
na vsetkych stupfioch vzdelavania realizovalo znaéné mnoZstvo zmien. Priprava a realizacia
dalsich zmien je opat aktualna.

Nazory uéitelov na pozitivny, &i negativny dopad na Ziakov sa roéznia. Co sa tyka vzdelanostnej
urovne, v medzindrodnom merani patnastro¢nych Ziakov PISA, zaznamenavame ,trend
mierne klesajuceho vykonu v matematickej gramotnosti” od roku 2003. V matematickej
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gramotnosti bol vykon slovenskych Ziakov v roku 2015 (podobne ako v PISA 2012), Statisticky
vyznamne nizsi ako priemer krajin OECD. [2]

Ako sa dalej uvadza v [3], Ziaci maju nedostatoéné vedomosti a zru¢nosti z geometrie, maju
problémy s objavovanim vztahov medzi réznymi veli¢inami a problémy s interpretaciou
vysledkov.

RieSenie je podla autorov v pouzivani inovativnych metdd a foriem vyucovania, v zaradovani
problémov z bezného Zivota na uenie sa a tvorivé hladanie rieSeni.

V tomto kontexte je vyznamnym prvkom, ktorym mozno motivovat Ziakov k zvyseniu zaujmu
o vyucovanie matematiky a rieSenie matematickych problémov, organizovanie a realizacia
matematickych sutaZi. Prehlad aktualnych matematickych sutazi, ktoré sa v sucasnosti
organizované na Slovensku, prindSame v dalsej ¢asti prispevku. Priblizne 15 — ro¢ni Ziaci maju
moznost zapojit sa do sutaze Matematickd olympidda v kategorii Z9. Zaujali nas stratégie
rieSenia dvoch uloh krajského kola 66. roénika KK MO Z9 v Nitrianskom kraji, ktoré
analyzujeme a spracovdvame Uspesnost rieSeni Uloh uvedeného kola.

Matematické sutaze na Slovensku pre Ziakov 2. stupfia ZS

Na Slovensku sa kond viacero matematickych sutazi, ktorych cielom je podporit zdujem Ziakov
o matematiku, napoméct vyhladdvaniu talentov a podpore ich rastu a rozsirit matematické
vedomosti Ziakov. Tieto sutaZze prispievaju k popularizacii matematiky a si cennym zdrojom
informdcii potrebnych ku skvalitiovaniu vychovno-vzdelavacieho procesu pre ucitelov.

Dalej uvddzame struény prehlad matematickych sutazi a v nich jednotlivych kategérii, ktoré su
urcené pre ziakov nizSieho sekundarneho vzdeldvania:

a) Matematickd olympidda (MO) je urcend Ziakom zakladnych $koél, osemroénych
gymnazii a Ziakom strednych $kél. Organizuje sa v domacom, Skolskom, okresnom,
krajskom a celostatnom kole. Vitazi najvyssej kategorie (kategdrie A) mozu postupit
na Medzinarodnu matematicku olympiadu (IMO).

Pre zakladné skoly su urcené kategdrie Z5 — Z9, ktoré sa organizuju vdomacom a
okresnom kole, kategdria Z9 konci krajskym kolom. Nie je pre Ziakov spoplatnena. [4]

b) Pytagoridda (PYT) je matematickd sutaz, v ktorej okrem spravnosti vypocitanych
prikladov rozhoduje aj €as, za ktory Ziaci vypocitaju dané ulohy. Vysledné hodnotenie
sa sklada z bodov za spravnost a z bodov za ¢as vyuZity na riesenie uloh.

Suta? je organizovand v kategériach pre 1. stuperi ZS (3. a 4. roénik) a pre 2. stupefi ZS
v kategodriach P5 (Skolské a okresné kolo) az P8 (Skolské, okresné a celostatne kolo).
Za Ucast v sutazi ziaci neplatia.[5]

c) Pangea je matematickd sutaZ pre 7. az 9. roénik ZS a 1. a7 3. ro¢nik SS s cielom prepojit
a porovnat znalosti Ziakov a Studentov v rdéznych krajinach celého sveta. Na piatom
ro¢niku v roku 2016 sa zucastnilo viac ako 63 000 Ziakov zo Slovenska.

Najuspesnejsi riesitelia sutaze zo strednych $kdl ziskaju mozZnost studia na niektorych
fakultach niektorych univerzit v Bratislave bez absolvovania prijimacich skigok. U¢ast
nie je spoplatnena. [6]

d) Matematicky klokan je najvacsia medzinarodnd matematickd sutaz na svete urcena
pre Ziakov 1. ro¢nika zakladnej skoly az posledného rocnika strednej skoly.
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Ziaci 2. stupfia ZS mozu sutazit v kategériach Skolak 5, Skolak 6, Benjamin 7, Benjamin
8 a Kadet 9. V roku 2016 sutaZilo v 58 krajinach sveta celkom 5 999 174 Fiakov. Ucast
v sutazZi je spoplatnena. [7]

e) GENIUS MATEMATICUS je medzinarodna matematicka online sutaz uréena pre Ziakov
od 8 rokov, pri ktorej moézu zabavnou formou riesit velmi zaujimavé a netradi¢né
matematické ulohy z kazdodenného Zivota (50 uloh v trvani 40 minut s dohladom
koordinatora).

Pre 2. stupefi ZS st uréené kategdrie 04, 03 a 02, za Ucast v sUtaZi sa plati. [8]

f) MAKS je matematicka sutaz pre 2. stupefi ZS v kategéridch MAKS 5 az MAKS 9. Ziaci
prostrednictvom koordinatora po zaplateni tzv. Startovného zasielaju vyrieSené ulohy
na vyhodnotenie (na rieSenie maju viac ako 3 tyZzdne, vyberaju si Styri z piatich uloh).
Pocas skolského roka je 8 kol, Ziaci m6zZu pracovat aj vo dvojiciach. [9]

g) V suUtaZi EXPERT (celoslovenskd vedomostnd sutaz pre 6. roénik ZS az posledny roénik
SS) si mdzu sutaZiaci vybrat z dsmich tém dve. Téma Mozgolamy je zamerana
na matematiku a uréend pre vSetky vekové kategérie. Obsahuje logické hadanky,
postupnosti, zaujimavé slovné ulohy, Ulohy zamerané na kombinacné a pojmové
myslenie.

Pre 2. stupen zakladnej Skoly su uréené kategdorie EXPERT 6 - EXPERT 9. Za Ucast sa
plati. [10]

h) Logickd olympidda je celoslovenska sutaz urcend pre Ziakov zakladnych 3koél a
8 - ro¢nych gymnazii do 15 rokov so vseobecnym intelektovym nadanim. SutaZ je
realizovana (od roku 2013) v Skolskych kolach a celoslovenskom finale v PreSove.
Pozostdva zo 4 oblasti: matematicky - priestorovy - logicky uUsudok a verbalne
myslenie. [11]

Matematicka olympiada — krajské kolo v kategorii Z9 v Skolskom roku 2016/2017

V skolskom roku 2016/2017 sa krajského kola v kategorii Z9 v Nitrianskom kraji zucastnilo 41
Ziakov zakladnych skél a prvého ro¢nika gymnazii. Ich vysledky mozno hodnotit ako velmi
réznorodé.

V ¢lanku sa podrobnejsie venujeme prvym dvom uloham, ktoré nds zaujali nielen zadanim, ale
hlavne stratégiami Ziackych rieSeni. Vyhodnotili sme rieSenia 27 riesitelov, ktoré boli
v slovenskom jazyku. RieSenia v madarskom jazyku sme nevyhodnocovali. VSetky uvadzané
vysledky sa tykaju riesitelov z Nitrianskeho kraja.

1. uloha: Michaela a Jana dnes obe maju narodeniny, dokopy maju 84 rokov. Pritom
Michaela ma dvakrat viac rokov, ako mala Jana, ked'Michaela mala tolko rokov, kolko
md Jana dnes. Kolko rokov ma Michaela a kolko Jana? [12]

V rieSeniach, ktoré uviedla autorka ulohy, nachadzame tieto mozZnosti:

» zostavenie a rieSenie linedrnej rovnice s jednou neznamou, ktora vyjadruje vek Jany
v minulosti,

» zostavenie arieSenie sustavy dvoch linedarnych rovnic s dvomi nezndmymi, ktoré
vyjadruju vek Jany aj Michaely v minulosti,

» rieSenie Usudkom (postupné skusanie moznosti) vychadzajuce z poznatku, Ze Michaela
ma vek vyjadreny parnym cislom a sucet vekov je 84 rokov.
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Tabulka 1: Stratégie riesenia v Ziackych rieseniach 1. ilohy

Pocet Uplné Nelplné | Maximdlny | Ziskanych
rieSitelov | rieSenie | rieSenie | pocet bodov
bodov spolu

Zostavenie a rieSenie sustavy
dvoch linedrnych rovnic 3 2 1 18 16
s dvomi neznamymi

Zostavenie a rieSenie sustavy
troch linearnych rovnic s tromi 4 4 0 24 24
neznamymi

PouZitie Styroch neznamych
pri vyjadreni vztahov 1 0 1 6 4
a dokoncenie usudkom

RieSenie usudkom s vyuzitim
neznamych v zapise ulohy

Riesenie Usudkom 14 1 13 84 45

Komentar k Gdajom v Tabulke 1: Za Glohu mohol riesitel ziskat maximalne 6 bodov. Stvrty
a piaty stlpec tabulky sliZi na porovnanie poctu bodov, ktoré mohli riesitelia ziskat a kolko
v skutocnosti ziskali, aby Citatel vedel posudit neuplnost rieseni.

NajcastejSie nedostatky boli v nedostatocnom, nespravnom alebo chybajicom zdévodneni, Zze
ide o jediné rieSenie Ulohy. Tri rieSenia Usudkom boli Uplne nespravne. Zaujimavé boli rieSenia
jedného riesitela, z ktorych bolo zrejmé, Ze bol pripravovany na sutaz individudlne a postupy
rieSeni, zdovodnenia i zavery boli na vysokej Urovni.

2. uloha: Pred Janom sedeli tri zahalené princezné a Jano mal za ulohu zistit, ktord z nich
je Zlatovldska.
Princeznd v prvom kresle povedala: ,V tretom kresle Zlatovldska nesedi.”
Princeznd v druhom kresle povedala: ,Ja Zlatovldska nie som.”
Princezna v tretom kresle povedala: ,,Ja som Zlatovldska.”

Zazracnd muska Janovi prezradila, kolko princezien klamalo. AZ s touto radou dokdzal Jano
odhalit pravu Zlatovldsku. Ktord z princezien bola Zlatovldska? [12]

V rieSeniach, ktoré uviedla autorka ulohy nachddzame tieto moznosti:

» rozbor vsetkych pripadov, ktoré by nastali, ak by Zlatovlaska sedela postupne
v jednotlivych kreslach,

» rozbor 6smich moznosti podla pravdivosti, resp. nepravdivosti jednotlivych vyrokov.

Prvym z uvedenych sp6sobov riesili ulohu dvaja riesitelia, kazdy ziskal pIny pocet bodov. Jeden
rieSitel' zostavil tabulku pravdivostnych hodnét pre tri jednoduché vyroky a spravnym
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uvedenim dovodov veducich k sprdvnemu riesSeniu tieZ ziskal plny pocet bodov. Ostatni
rieSitelia uvazovali druhym z vys$Sie uvedenych sposobov rieSenia ulohy, nie vidy vsak
dostatocne zdovodnili jednoznacnost rieSenia. UvaZzovali, ¢o sa stane, ak klame jedna, dve
alebo vsetky tri princezné, ale nevylucili moznost, Ze vSetky tri sicasne hovoria pravdu.
Uspesnost riedeni tychto dvoch Gloh uvddzame v nasledujicom grafe a pre zaujimavost sme
pridali aj Uspesnost rieseni zvysnych dvoch uloh, ktorych znenie uvadzame.

3. uloha: Velitel zvolal ostatnych obrancov hradu a rozhodol, ako sa rozdelia o svoju
odmenu:

»Prvy si vezme jeden dukdt a sedminu zvysku, druhy si vezme dva dukdty a sedminu
nového zvysku a tak dalej. Teda n-ty obranca si vezme n dukdtov a k tomu eSte sedminu
z0 zvysného mnoZstva dukdtov, pokial nejaké budu.”

Takto sa podarilo rozdelit vsetky dukdty a pritom vsetci obrancovia dostali rovnako.
Kolko obrancov sa delilo o odmenu? [12]

4. uloha: V rovnoramennom trojuholniku ABC je zdkladria AB dlhd 6 cm a uhol BCA md
velkost 45°. Vypocitajte polomer kruZnice opisanej tomuto trojuholniku. [13]

Uspesnost riesenia tloh v slovenskom jazyku KK MO Z9
v $k. roku 2016/2017
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Graf 1 Uspesnost riesenia vietkych tloh KK MO Z9 v slovenskom jazyku

Z grafu 1 vidiet, Ze dalsie ulohy boli riesené menej Uspesne, pricom rozdiel v Uspesnosti je
znacny. Domnievame sa, Ze prvé dve Ulohy boli naro¢né na porozumenie a logické spracovanie
textu. RieSitelia sa potom este ako — tak ,potrapili“ s rieSenim tretej Ulohy (textovo bola tiez
naro¢nad na porozumenie a spracovanie). To bol mozno jeden z dovodov preco sa drviva
vacsina sutaziacich vobec nezaoberala rieSenim poslednej — Stvrtej Ulohy, resp. na rieSenie
tejto ulohy im nezostal dostatok ¢asu. Dokumentuje to skutocnost, Ze napriek tomu, Ze tato
uloha (z hladiska kategorizacie Uloha geometrickd) nebola velmi naro¢na, vzhladom na ucivo
druhého stupfia ZS, predsa len a7 21 rieSitelov (z 27 riedeni v slovenskom jazyku) neziskalo
za rieSenie tejto ulohy ani bod.
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Nasledovny graf (Graf 2), ktory uvddzame na porovnanie, znazorfiuje UspesSnost vsetkych
rieSeni (41) vSetkych uloh v slovenskom i madarskom jazyku.

Uspednost riedenia tloh KK MO Z9 v k. roku 2016/2017
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Graf 2 Uspesnost riesenia vietkych tloh KK MO Z9 v slovenskom i madarskom jazyku

KedZe sme mali moZnost dat riesit prvé dve ulohy budidcim ucitefom matematiky (trinastim
Studentom 3. roc¢nika ucitelstva akademickych predmetov v kombinacii s matematikou)
zaujimalo nas, ¢i budu rozdiely vo volbe stratégii rieSenia. Nase zistenia su nasledovné:

» v rieSeni prvej ulohy vo vSetkych pripadoch vyuzili zostavenie a rieSenie sustavy dvoch
alebo troch linedrnych rovnic s dvomi alebo tromi neznamymi,

» vrieSeni druhej ulohy traja Studenti urobili rozbor vsetkych pripadov, ktoré by nastali,
ak by Zlatovlaska sedela postupne v jednotlivych kreslach a ostatni riesili rozborom
O6smich moznosti podla pravdivosti, resp. nepravdivosti jednotlivych vyrokov.

Zaver

Ako sme uZ naznadili v ivode, jednou z ciest, ako podporovat zaujem Ziakov o matematiku, je
Gcast v matematickych sutaziach a to v takych, kde mézu sutazit nielen vyrazné matematické
talenty, ale aj Ziaci, ktorych matematika , bavi”.

Podla nasho nazoru sa s Géastou Ziakov v matematickych sutaziach spajaju viaceré problémy.
Jednym z nich je platba za Ucast v sutazi. Niektoré skoly riesia ucast svojich Ziakov na takto
spoplatnenych sutaZiach Uhradou platby zo zdrojov rodi¢ovského zdruzenia, niekedy si Ucast
hradia jednotlivci. MoZno by stdlo za pozornost zvazit podporu vicSieho mnoistva
matematickych sutazi z prostriedkov ministerstva skolstva SR.

Jednoznacéne najkomplexnejSou matematickou sutazou je Matematicka olympiada, ktora je
najstarSou predmetovou olympiadou v SR, v stcasnosti (Skolsky rok 2016/2017) prebieha uz
66. rocnik. Tato olympiada sa stala vzorom pre vsetky ostatné predmetové olympiddy v SR.
V sucasnosti je evidovanych uz 16 olympiad, treba vsak priznat, Ze viaceré z nich su iba istou
formou predmetovych sutazi, ktoré su od idedlu MO velmi vzdialené. Napriek dlhodobej
historii MO je mozné najst aj v organizdcii tejto komplexnej matematickej sutaze slabsie
miesta. Jednym z nich je, Ze kategorie Z5 az Z9 MO nemaju Skolské kold. Znamena to, Ze
uspesné absolvovanie domdaceho kola MO uvedenych kategérii zvacsa postacuje na postup
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do okresného kola MO prislusnej kategérie MO. Toto sposobuje netrividlne problémy, pretoze
pri rieSeni domaceho kola MO sa nemdze vylucit vplyv ¢i dokonca priame vypracovanie
rieSenia Uloh domaceho kola MO ambiciéznymi rodié¢mi, starSimi sirodencami, spoluziakmi i
dokonca aj samotnymi ucitelmi matematiky, ktori chcu, aby sa ich zverenci dostali na okresné
kolo MO. Jednoducho povedané, v pripade, Ze pocet UspeSnych riesitelov domaceho kola
prevysSuje kapacitu okresného kola MO, tento postup nezarucuje, ze do okresného kola sa
dostanu ti najlepsi. Okresné komisie MO samozrejme otomto probléme vedia a pri
rozhodovani o tom, koho vyberu do okresného kola MO zavadzaju dalSie kritéria, ktoré by im
umoznili ¢o najspravodlivejsi vyber sutaZiacich do okresnych kol MO, napriklad horné
obmedzenie poctu vybranych Ziakov z jednej Skoly, ¢i zohladnenie histdrie Uspesnosti Ziakov
z danej Skoly, prezretie a posudenie vsetkych rieSeni uloh domdaceho kola MO vsetkych
uchadzacov o okresné kolo a nasledovny vyber tych najlepSich, a pod. BohuZial ani jedno
z tychto dodatocénych kritérii nezarucuje, Ze na okresné kolo MO sa dostanu vsetci ti, ktori si
to za svoju pracu ¢i talent zasluZia. Kriticka situacia je najma v najvysSej kategorii MO
na zakladnej Skole, v kategorii Z9. Tato kategdria je Specifickd jednak v tom, Ze sutaZiaci v tejto
kategorii mozu postupit az do krajského kola MO, ale najma tym, Ze riaditelia strednych $kol
zohladnuju vysledky sutaZiacich v tejto kategérie MO (a nie celkom nevyznamne - o je urcite
spravne) v prijimacom konani zaujemcov o Studium na ich Skole. Preto je zaujem Ziakov
9. ro¢nika ZS o zapojenie sa do riesenia uloh kategérie Z9 MO pomerne velky. Toto je uréite
potesujuci fakt pre vsetkych, ktorym matematickd gramotnost Ziakov nasich kol a osud
matematickej olympiddy nie je lahostajny: od uditelov matematiky, od ¢lenov okresnych,
krajskych komisii MO azZ po celostatnu komisiu MO, SKMO. Zostava v3sak tier podozrenia, Ze aj
napriek enormnej snahe sa moze stat, Ze vyber na okresné kolo MO bude nespravodlivy. Zda
sa nam, Ze jedinym moznym rieSenim je zavedenie Skolského kola MO aj pre kategdriu Z9 MO,
kde budd Ziaci riesit Ulohy samostatne a pod dozorom ucitelov matematiky, rovnako ako je to
vo vysSich kategdériach MO, v kategdriach C, B a A.
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