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Abstract

In this paper, we focused on teaching geometry, as this part of mathematics causes basic and secondary school
students difficulties and is also one of the less popular ones. We have designed specific didactic problems,
including innovative methodologies from the perspective of the teacher which uses inquiry-based learning, while
we have chosen guided inquiry. In this paper, we present the possibility of how to innovate teaching using an
inquiry approach at secondary mathematics education. We implemented the mentioned problems into the
teaching process at primary and secondary school and subsequently, we presented pedagogical reflection as an
important part of the educational work of mathematics teachers.
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Uvod

Vyucovanie matematiky, obzvlast geometrie, je vyznamné z pohladu implementovania
vzdeldvania s badatelskym charakterom, ktoré Ziakom umoziiuje lepsie si uvedomit uzito¢nost
nadobudnutych prirodovednych poznatkov, ako aj moznosti ich naslednej aplikacie
do beiného Zivota.

Badatelsky orientované vyucovanie ma mnozstvo vyhod, spomenieme niektoré z pohladu
uzitoénosti pre Ziaka. Jednou z vyhod je napriklad vytvaranie vhodnych podmienok pre aktivitu
Ziakov, najma tych, ktori nemaju istotu v rieSeni problematiky. Zaroven podnecuje Ziakov
k tvoreniu otdzok, formulovaniu hypotéz, planovaniu postupov, hladaniu a triedeniu
informécii, vyhodnocovaniu vysledkov a formulovaniu vlastnych zaverov. Ziaci si lahgie
zapamataju badanim ziskané poznatky a skdr porozumeju problematike. Prinosom je tiez, Ze
Ziaci ziskavaju skusenosti samostatnou pracou, alebo spolo¢nou pracou v skupine
so spoluziakmi, takZe prinos jedného Ziaka je prinosom pre celd skupinu a zaroven vsetci Ziaci
maju svoj podiel na tejto praci. Vyznam vidime aj v nadobudnutych skusenostiach Ziakov
s rieSenim otvorenych problémov a ¢asto aj v podpore medzipredmetovych vztahov (vid
Slepdkova, Kimakova, 2015).
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V ¢lanku uvedieme ukazky konkrétnych uloh z geometrie, v ktorych je mozné pouzit riadené
badanie pripravené ucitelom. Ulohy boli implementované do vyuéovania matematiky
na zdkladnej a strednej Skole v ramci nami vytvorenych inovativnych metodik v ramci projektu
IT Akadémia. Ucitelia ich vyuzivali vo svojom vyucovacom procese dva roky, ¢o ndm umoznuje
uviest aj reflexiu ucitelov matematiky z réznych $kol na Slovenku na uvedené ulohy.

Riadené badanie vo vyu¢ovacom procese

Kires a kol. (2016) vnimaju badanie ako pedagogicky pristup k vzdeldvaniu, ktory realizuje
ucitel. Z pohladu Ziaka ide o to, aby sa jeho aktivne poznavanie stalo sp6sobom jeho ucenia,
premyslania, ziskavania vedomosti a zru¢nosti. Znamena to, Ze ucitel neodovzdava ziakom
ucivo priamo. K poznatkom Ziaci prichddzaju postupnym a hlavne vlastnym badanim, ktoré je
sledované ucitefom.

Cielom takto zadanych uloh a inych aktivit je vyvolat u Ziaka snahu osvojit si kritické myslenie,
rovnako aj pristupy alebo metddy, ktoré si zamerané na rieSenie problémovych uloh. Ucitel
tymto pristupom u ziakov podnieti aktivne skimanie a ziskavanie poznatkov.

Pod pojmom riadené badanie Banchi a Bell (2008) rozumeju badanie v zavislosti od podielu
zapojenia ucitela a Ziakov do tohto procesu na vyucovacej hodine, kde postup a jeho vysledok
je bez pritomnosti ucitela. To znamen3, Ze uditel zada Ziakom problémovu ulohu, resp. otazku,
pricom Ziaci pripravia postup rieSenia daného problému, ktory sami navrhnu, vratane
samotnej realizacie uvedeného postupu.

Badatelské aktivity mozu byt rozneho charakteru, napriklad vo forme experimentovania alebo
modelovania problému. Z pohladu ucitefla ma badatelsky orientované vyucovanie vysoké
naroky vzhladom na jeho efektivne uplatnenie vo vyu¢ovacom procese, ktoré sa tykaju aj jeho
pripravy a priebehu. Pre ucitela je tato priprava nelahkd a ¢asovo ndro¢na, mal by sa
vsak v procese badania dobre orientovat.

Aktivita ,,Stavby z kociek” pre Ziakov zakladnej Skoly
Stavby z kociek st u¢ivom 1. stupfia ZS podla inovovaného SVP (2014) na nasledovnej trovni:

,Ziak na konci 4. roénika zakladnej $koly dokaZe vytvorit z kociek rézne stavby podla planu, vie
vytvorit a slovne opisat vlastnu stavbu z kociek a nakreslit plan stavby z kociek.”

V nadvéaznosti na 1. stupefi ZS pri opakovani a prehlbovani udiva o stavbach z kociek
v 5. ro€niku povaziujeme za vhodné vyuZitie badatelského pristupu pri tvorbe planu telesa
z kociek. Pozorovanim stavieb a telies z kociek, ako aj kreslenim nacrtov postavenych stavieb
z réznych pohladov predpokladame, Ze Ziaci objavia najvhodnejsi zdpis telesa z kociek
pomocou Uplného planu.

Uvedieme k danej problematike ukazky uloh, pricom ucitel formuluje problém, v ktorom Ziaci
maju zistit rozdiel medzi stavbou a telesom z kociek a nasledne nakreslit plan telesa z kociek.
Riadené badanie spociva v tom, Ze Ziaci navrhnu postup na nakreslenie planu telesa z kociek.
Vyuziju kreslenie telies z roznych pohladov s o¢akavanim vysledkom, t. j. Ziaci navrhnt tvorbu
planu kockového telesa.

Uloha 1. Nakreslite do pripravenej Stvorcovej siete vietky pohlady na stavbu z kociek (Obr. 1).
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Obr. 1: Plan stavby z kociek

Uloha 2. Postavte stavbu podla Obr.2 (Ziadna kocka vzadu nechyba ani nevycnieva). Ak mdte
problém, poradte sa so spoluZiakmi. MéZete pouZit pripravené pomdcky. Kolko kociek tvori
tuto stavbu? Nakreslite pldn stavby na obrdzku.

Obr. 2: Stavba z kociek k Ulohe 2.

Uloha 3. Porovnajte pldn stavby z kociek (Obr. 3) s pldnom, ktory ste vytvorili v tlohe 2.
Navrhnite do pripravenej Stvorcovej siete plan, ktory odlisi tieto dve stavby.

Obr. 3: Stavby z kociek a ich pldany

Postrehy a reflexia ucitelov matematiky S k navrhnutym tloham

Nami navrhnuté ulohy, ktoré boli spracované a pouzité vo forme inovativnej metodiky, riesilo
46 ucitelov so svojimi zZiakmi a to na réznych zakladnych Skolach na Slovensku. V dotazniku
projektu IT Akadémia uviedli svoje skusenosti a postrehy. Vyberame niektoré z nich:

e ...V prvej ulohe maliviaceri Ziaci problém s pohladom zdola ... *,

e ... Ziaci skumali rozdiel medzi stavbou a telesom a potrebovali dlhsie diskutovat o
probléme, ako zapisat do pldnu chybajucu kocku. Nakoniec bolo nutné spolocne
prediskutovat rozdiel medzi stavbou z kociek a kockovym telesom a zhrnut, ¢o sme sa
naucili. ... “,

e ... priulohe ¢islo 3 Ziaci premyslali nad zakddovanim telesa z kociek — po tom, ako zistili,
Ze to musi byt iné ako pri stavbe mali ndpad, aby kazdé poschodie dostalo ¢islo 0 alebo
1 podla toho, ¢i sa na danom poschodi kocka nachddza, alebo nie. RieSenie to bolo sice
spravne, ale ukdzali sme si, Ze by to bolo prilis komplikované pri 10 a viacposchodovych
ulohdch. ... “,

e ... mnohi Ziaci nerozliSovali pojmy pldn a pohlad ... “,

e ... mysme sa trochu zdrzali, nakolko Ziakov tato metodika velmi bavila. ...
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e , .. dominantne som vyuZivala riadené bddanie. Pri skupinovej prdci boli Ziaci

“

otvorenejsi, skor povedali svoj ndzor, kedZe mali moZnost sa poradit. .... *,

e ... bddatelsky pristup bol asi najviac rozvijany v ulohe ¢. 3 — tu Ziaci navrhovali viac
rieseni, pri diskusii si uvedomovali, pre¢o dané riesenie nie je moZné pouZit vzdy, prip.
vébec. ... “.

Aktivita , Rezy telies” pre Ziakov strednej Skoly

Ziaci menej oblubuju riedenie stereometrickych Uloh, preto’e maju vadinou problém
s priestorovou predstavivostou. Priestorovu predstavivost mozno rozvijat cielenou vyucbou,
kam patri aj rie$enie tloh na zostrojovanie rezov telies danou rovinou (Sedivy a kol., 2007). Pri
takychto ulohach je nutné nechat Ziakov vykonat aspon niekolko krokov samostatne a
korigovat pripadné chyby v algoritmickom postupe, i v rysovani.

Ziaduce je, ak sa dané riesenie tlohy vhodne vizualizuje, &m sa aspofi ¢iasto¢ne eliminuje
nedostatok priestorovej predstavivosti Ziakov.

Odporucame dynamicky program GeoGebra 3D modul, ktory umoZniuje ucitelovi jednoducho,
a pritom ndazorne zostrojovat rezy telies rovinou. Program taktieZ ponuka moznost rotovat
zobrazené telesa a vidiet rez z roznych pohladov (Vallo, Rumanova, Duris, 2015).

Predstavime navrh, ako moéze ucitel vyuZit riadené badanie na skimanie vztahov medzi
réznymi linedrnymi Utvarmi v priestore a nasledne ho aplikovat pri zostrojovani rezu
hranatych telies rovinou.

Ziaci ¢asto pristupuju k rie$eniu tohto typu uloh algoritmicky. Vyznam zostrojovania rezov
telies rovinou sa Ziakom pribliZi prostrednictvom uloh, ktoré budd realizovat samotni Ziaci, ¢im
ziskaju na vlastné otdzky a nejasnosti aj odpovede.

Najskor ucitel so Ziakmi analyzuje moznosti rieSenia konkrétnych uloh a nasledne aplikuje
uvedené modelové postupy v rieseni dalSich problémovych dloh. Uditel moéze poskytnut
kazdému Ziakovi uvedené tlohy vo forme pracovného listu, ktory si vopred pripravi. Ziak moze
rieSit Ulohy samostatne alebo spoloéne so spoluziakmi, pricom je pracovny postup Ziakom
simultanne prezentovany.

Po precitani zadania kazdej ulohy nechd ucitel Ziakom priestor, aby si samostatne premysleli
jej riedenie. Dalej vedie diskusiu k danym otazkam v ramci jednotlivych uloh. Ziaci si vytvaraju
na papieri potrebné nacrty telies aj s rieSenim. Praca s uvedenym pracovnym listom, vratane
spolocnej diskusie, by mala trvat cca. 10 min. Na zaver riadeného badania uditel spolu so
Ziakmi zhrnie objavené zistenia a terminologicky upresni, ¢o je rez hranatého telesa rovinou.

Pripravili sme pre ucitelov taktiez interaktivne konstrukcie v programe GeoGebra 3D modul.
Vyhodou je, Ze ucitel moze pracovat s programom a Ziaci si na papieri ¢rtaju dané riesenia.
Uditel precita Ziakom zadanie kazdej ulohy. Predstavi model telesa v programe GeoGebra,
naznaci rieSenie Ulohy a spoloéne so Ziakmi o rieSeni Ulohy diskutuju.

K jednotlivym stratégidm rieSenia sme zaviedli aj ich vystiZznejSie pomenovanie (princip 1 az
princip 4), ktoré je neodborné, avsak je pre Ziakov blizke a suvisi s konkrétnym principom
najéastejSie pouzivanym pri zostrojovani rezu telesa rovinou v Skolskej praxi. Naprava
spravneho vyjadrovania u Ziakov zavisi od ucitela a odborného jazyka, ktory pouziva sam
ucitel. V uvodnych ulohach je cielom sprostredkovat ucivo, preto odporucame sa viac
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sustredit na rie$enie danych uloh, ne# skiznut k formalizmu. Nami uvadzané aktivity su
sucastou publikacie Lukac a kol. (2020).

Uloha 1. Dand je kocka ABCDEFGH a rovina XYZ (konstrukcia v programe GeoGebra
s oznacenim princip 1 a 2). VyuZijeme v danom rieseni princip 1 ,spdjanie bodov” a princip 2
,rovnobeZnost” (teleso je uvedené na obr. 4).

Obr. 4: VyuZitie principu 1 a principu 2 v kocke

Uloha 2. Dany je ihlan ABCDV a rovina PQR (konstrukcia v programe GeoGebra s oznacenim
princip 3). VyuZijeme v danom rieseni princip 3 ,predlZovanie hrdn” (teleso je uvedené
na obr. 5).

Obr. 5: VyuZitie principu 3 v pravidelnom stvorbokom ihlane

Uloha 3. Dany je kvdder ABCDEFGH a rovina KLM (konstrukcia v programe GeoGebra
s oznacenim princip 4). VyuZijeme v danom rieSeni princip 4 , spdjanie bodov v nekonecne”
(teleso je uvedené na obr. 6).

[
L
L
]
]

Obr. 6: VyuZitie principu 4 v kvadri
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Postrehy a reflexia ucitelov matematiky ZS k navrhnutym tloham

Vo vyucovacom procese vyuZilo uvedené ulohy 11 ucitelov matematiky z réznych strednych
Skol na Slovensku, ktori v dotazniku projektu IT Akadémia k danym uloham uviedli:

e ... tdto metodika velmi dobre objasriuje stereometrické vztahy a vzdjomnu polohu
utvarov. Obsahuje pracovny list, dynamické konstrukcie pre bddatelsku aktivitu.
PriloZené subory v GeoGebre Ziakom velmi pomdhaju lepsie a ndzornejsie pochopit
danu problematiku. Tento pristup sa ukdzal ako pomerne efektivny, takZe Ziaci nemali
problém riesit aj problémovu dlohu ... “,

e ... metodiku by som odporucala prepojit so Zivotom, uviest nejaky konkrétny prakticky
priklad vo forme animdcie Ci videa — zadanie a ndsledne prehrat riesenie ...”,

e ... metodiku som realizovala ako opakovanie rezov telies v 4. rocniku pre tych, ktori
péjdu maturovat. MoZno aj preto sa mi podarilo metodiku zrealizovat za jednu hodinu.
Inak by to asi bol problém pre Ziakov v klasickej triede ... “,

e ... po pripomenuti viet potrebnych pri rezoch telies im to celok islo. Bolo potrebné
zdéraznit, Ze v ihlane a trojbokom hranole nemdézu vyuZit rovnobeznost, tam musia
prediZovat hrany. Uplne nové pre nich bolo kockové teleso, ale celkom dobre si s tym
poradili, po mojej rade, 7e mézu priamku KL pred|Zit a premysliet, kde to bude rezat tu
kocku poloZzenu na vrchu. Potrebovali si uvedomit, Ze tie zadné steny kociek su v jednej
rovine. U viacerych sa opakoval problém, Ze si neuvedomili, Ze rez musia dorobit na
vrchnej podstave kocky vlavo dole a na bocnej stene kocky vpravo hore ... “,

e ... pomocné materidly su vhodne pripravené, Ziakov zaujali (aj ucitela). Z mojej strany
kladne hodnotim pripravené telesd na pracovnych listoch aj s bodmi rezu, Ziaci sa
nezdrZiavaju rysovanim, roviny rezov maju rovnaké tvary — lahkd kontrola pre ucitela

“
. 7

e ... metodika je vyborne spracovand, pre priemerné triedy je nutné niektoré ulohy
vynechat alebo zjednodusit, aby sa zvlddla na jednej vyucovacej hodine ... .“

Zaver

Realizacia badatelsky orientovaného vyucovania v praxi je ¢asovo velmi narocna. Okrem
konkrétnej pripravy ucitela na vyuc€ovanie si vyZaduje vybornu znalost teoretickych vychodisk.
Pri uplatneni badatelsky orientovaného vyucovania je potrebné oboznamit sa so zdsadami
realizacie jednotlivych Urovni badania a zaroven vediet analyzovat badatelské vzdelavacie
aktivity.

Rovnako dblezité je nadobudanie skusenosti z jeho uvedenia do Skolskej praxe (Kires a kol.,
2016). S badatelsky orientovanym vyucovanim a riadenym badanim sa Uzko spaja aj CastejsSie
uplatiiovanie formativneho hodnotenia prace zZiakov ucitelom, ako aj sebahodnotenia Ziaka.
Napriek naroc¢nosti badatelsky orientovaného vyudovania na pracovnu zataz uditela, z
dovodov a skusenosti, ktoré sne uviedli v ¢lanku, povaZzujeme takto realizované vyucovanie
v sucasnych skolskych podmienkach za velmi vyznamny prinos do praxe.
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Abstract

The graph of a function belongs to the basic objects of visualization not only in mathematical analysis but also in
economics, because the "language" of graphs is one of the ways of presenting economic ideas. In this paper, we
focused on the creation of interactive materials usable in teaching the theory of rational behavior of elementary
economic entities, consumers. We assume that the created interactive constructions can contribute to the easy
acquisition of concepts from the theory of the consumer. We used GeoGebra software to create visual
representations of consumer preferences. We analyze the different consumer's indifference curves, perfect
substitutes, Cobb-Douglas utility function, constant elasticity of substitution (CES) preferences and marginal rate
of consumer substitution.

Keywords: visualization, utility functions, GeoGebra, graphs, microeconomics.

Classification: 97C80, 97U70

Uvod

Kazdy z nas uz pocul frazu ,A Picture is Worth a Thousand Words“. Podla Fuliera (2018) o sile
pbsobenia vizudlnych obrazov sved¢i skutocnost, Ze aj celkom jednoduché az trividlne obrazy
mozu vyjadrovat hlboké a komplexné myslienky. Myslenie zaloZzené na obrazovych vhemoch,
predstavach, pomaha v matematickom vzdeldvani budovat u Ziakov abstraktny pojmovy
aparat a riesit nielen manipulativne matematické ulohy.

Schopnost tvorenia, interpretacie, pouzivania a reflexie obrazov, predstdv, schém v nasich
mysliach, na papieri alebo s pouZitim technologickych ndastrojov, s cielom opisovat
a komunikovat informacie, mysliet a rozvijat doposial nezndme myslienky a nasledujice
pochopenia vymedzuje podla Arcavi (2003) pojem vizualizdcia.

Tall & Vinner (1981) hovoria o vizualizacii ako o délezitej sucasti tzv. , pojmovych obrazov”.
Podla Yilmaz, Argun (2018) je vizualizacia silnym ndstrojom na vyhladavanie matematickych
problémov, ktory dava vyznam matematickym konceptom a vztahom medzi nimi. Avsak treba
si uvedomit, Ze vo vzdelavani musi mat nezastupitelné miesto vyuZivanie nielen nazorného,
ale aj abstraktnému pristupu. Nazorny pristup pomoéze k zefektivneniu vyuéovacieho procesu,
ale schopnost aplikovat vedomosti na novy kontext alebo situaciu predpoklada pouZivanie
vizudlnych aj algoritmickych technik.

Matematické vztahy, grafy a diagramy su zdkladom pre ziskanie matematickych vedomosti a
vypoctovych zruénosti (Orszaghova & Ziakova, 2021). Vizualna reprezentdcia ma pre jedinca
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DOI: 10.17846/AMN.2021.7.2.8-16
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hodnotu tisic slov, iba vtedy, ak ju dokaze flexibilne pouZit (R6sken & Rolka, 2006). Z aspektu
vzdeldvania umoZiuje prepojenie vizudlnej reprezentdcie s dolezitymi kvantitativnymi
a kvalitativnymi strankami skimaného javu lahSie a ¢astokrat aj trvacnejSie ulozenie
kldcovych informacii do dlhodobej pamati vzdeldvanych subjektov (Fulier, 2018).

Vizualizacia v ekondmii

Graf funkcie patri k zakladnym objektom vizualizacie nielen v matematickej analyze, ale aj
v ekondmii, pretoze ,jazyk” grafov je jednym zo sposobov prezentacie ekonomickych
myslienok. V ekondmii sa grafy vyuZivaju k ndzornej ilustracii ekonomickych principov
a trendov, ktoré sa pokusa vysvetlit.

V tomto prispevku sme sa zamerali na tvorbu interaktivnych materidlov vyuzitefnych pri
vyucbe tedrie raciondlneho spravania elementdrnych ekonomickych subjektov, spotrebitelov.
Za raciondlneho spotrebitela sa v mikroekondmii povazuje taky ekonomicky subjekt, ktory si
na trhu vybera ,najvyhodnejsie” spotrebné stratégie spomedzi vietkych pre neho dostupnych.
Dostupnost je ovplyvnena jeho prijmom a trhovymi cenami statkov. Nie je nutné porovnavat
vsetky kombindcie statkov, ktoré si spotrebitel moze kupit, pretoZze pomocou grafu funkcie
uzito¢nosti mbézeme jednoduchym spdsobom znazornit jeho preferencie medzi tymito
kombinaciami. Funkcia uZito¢nosti vyjadruje preferencie spotrebitela pri jeho rozhodovani.
Priraduje urcitu hodnotu kazdému pripustnému spotrebnému kosu tak, aby preferovanejsim
spotrebnym koSom bola priradena vys$sSia hodnota neZ menej preferovanym spotrebnym
kosom (Varian, 2014).

Grafickou ilustraciou preferencii spotrebitelov su indiferencné krivky. Indiferencna krivka
graficky zobrazuje vietky kombindacie tovarov, ktoré poskytuju spotrebitelovi rovnaku uroven
Uzitku. Priebeh indiferencnej krivky vdanom bode, v absolutnom vyjadreni, predstavuje
hrani¢nu mieru spotrebitelskej substiticie (MRS — marginal rate of consumer substitution).
Hodnota MRS nam urdi, kolko jednotiek druhého statku je dany spotrebitel ochotny vymenit
za ziskanie dodatoénej jednotky prvého statku pri nezmenenej drovni GzZitku.
Z matematického hladiska teda pracujeme pri tomto pojme s hodnotou prvej derivacie
funkcie uzito¢nosti v konkrétnom bode. Ak hladdme optimalnu stratégiu spotrebitela,
hladame bod dotyku rozpoctovej priamky spotrebitela a funkcie uZito€nosti, t.j. Studenti
musia poznat geometricky vyznam derivacie funkcie, aby im bol jasny tento koncept.

Funkcia uZitocnosti pre dokonalé substituty

Ak je spotrebitel ochotny zamenit jeden statok za druhy v konstantnom pomere, nazyvame
tieto statky dokonalé substituty.

Spotrebitel ma rovnaky uzitok pri spotrebnych koSoch s rovnakym celkovym poc¢tom oboch
statkov v pripade spotrebovavania statkov v pomere 1:1. Ak je nateny z réznych dévodov
znizit spotrebu prvého statku, vdbec mu to nevadi, lebo zvysi spotrebu druhého statku a jeho
uroven uzito¢nosti zostane rovnaka.

Grafickou ilustraciou takychto preferencii spotrebitela su priamky so smernicou k = —1
(obr.1). Ak spotrebitel zniZi spotrebu prvého statku o jednu jednotku, musi zvysit spotrebu
druhého statku o jednu jednotku, aby sa dostal na rovnaku indiferen¢nu krivku a zachoval si
rovnaku Uroven uzitku.

Pri zépise funkcie uZito¢nosti treba mysliet na skutocnost, Ze nie vSetky substitity sa
spotrebovavaju v pomere 1: 1. Funkcia uzito¢nosti ma v pripade dokonalych substitutov tvar:
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u(x,y) = ax + by
Dynamickda konStrukcia (obr.1, obr.2) vytvorend pomocou softvéru GeoGebra ilustruje réznu
Uroven uzito¢nosti ¢ = u(A) pri réznych spotrebnych kosoch A[x, y] a nezmenenej hodnote
MRS, aka: b = 1:1.
Spotrebny ko3 s vy$$im poétom oboch statkov A[30,20] je preferovany pred spotrebnym

koSom s nizsim celkovym pocétom oboch statkov A[20,10], lebo pre spotrebitela prindsa vyssiu
hodnotu Uzitku:

A[30,20] > A[20,10] < u(30,20) > u(20,10)

(] & 7 LD @O LN = e Q=
AR NP TEacs : @
O A=(30 20) a=5
— u(x,y) = ax+by
@ b=5
f— 5X+5y O
c = u(A)
— 250
g(x) = Ak(DSx;‘- g,f(x)) L
@ 250
— —1x+50, (ngg?)
e
MRS = Smernica(g) : ER
O 0 10 20 0 40 50 60 70 T80
— -1 .
Obr. 1: Funkcia uZitocnosti dokonalych substitutov spotrebovdvanych v pomere 1:1
DErE = ol s IPANIEIR: Q=
K- A d i nac e @
50
O A=(2010) as5
. u(x,y) = ax+by : 40
o/ b=5
—_— 5X+5y | Q |
c = u(A)
— 150
g(x) = AK(O <x< g f(x)) i
@ 150
— —1x+30 (DSXST)
Q
MRS = i 3
® S = Smernica(g) n = p — . 2
— -1 =

Obr. 2: Zmena hodnoty funkcie uZitocnosti dokonalych substitutov vzhladom na zmenu spotrebného kosa
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Na obr.3 je prezentované ako zmena pomeru a:b na hodnotu 3,5:6,5 = 7:13 ovplyvni
hodnotu smernice funkcie uZitoCnosti a aj velkost UZitku spotrebitela pri spotrebnom kosi
A[30,20] rovnakom ako v prvom pripade (zndzornenom na obr.1).

V tomto pripade (obr.3) spotrebitel preferuje viac druhy statok, lebo je ochotny iba 0,53
jednotiek druhého statku y vymenit za dodato¢nu jednotku prvého statku x.

Hrani¢na miera spotrebitelskej substitiicie ma nizSiu hodnotu a aj hodnota funkcie uzito¢nosti
je nizsia.

Rt > OO LN =@ Q
AR N Y LHecH : @

50

() A=1(30,20 =35

W)

u(x,y) = ax+by : 40
O b=65
L 35x+65y . ‘

c = u(A)

— 235

g(x) = Ak(D <x< g,f(x))

. —054x+36.15, (0 <x< %)

MRS = Smernica(g)
70

— -0.54 -

Obr. 3: Zmena hodnoty funkcie uZitocnosti dokonalych substitutov vzhladom na zmenu MRS

Cobb-Douglasovd funkcia uZitocnosti

Preferencie spotrebitela vyjadrené pomocou Cobb-Douglasovej funkcie uzito€nosti su
Standardnym prikladom ,well-behaved” indiferenénych kriviek (Varian, 2014). Cobb-
Douglasovu funkciu uZito¢nosti povazovanu za vhodny ndstroj prezentacie matematickych
interpretacii roznych ekonomickych myslienok mozeme algebricky zapisat v tvare:

u(x,y) = x%-y°

kde koeficienty a, b zachytdvaju preferencie spotrebitela. Pre tvorbu dynamickej konstrukcie
vyjadrime funkénu zavislost spotreby statku y od spotreby statku x pri uZitocnosti c = u(4):
1
C\b
fy=(3)
VyuZijeme prikaz , Ak(podmienka; funkcia)“ na znazornenie grafu funkcie v prvom kvadrante
a znazornime doty¢nicu v spotrebnej stratégii A[15,10].

Dynamicka konstrukcia (obr.4, obr.5) vytvorena pomocou softvéru GeoGebra ilustruje réznu
uroven uZitocnosti ¢ = u(A) pri rovnakom spotrebnom kosi spotrebitela, ale pri réznych
preferenciach t.j. roznych hodnotach koeficientov a, b.

Zmenou hodndt koeficientov moézeme sledovat meniace sa preferencie spotrebitela
a meniace sa hodnoty MRS. Ak b > a, spotrebitel preferuje viac statok y (obr.4) a MRS < 1.
Ak je a > b, spotrebitel preferuje statok x a MRS > 1 (obr.5).
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Smernicu dotycnice v absolitnom vyjadreni interpretujeme ako hranicnd mieru
spotrebitelskej substitucie ajej hodnotu méZeme sledovat nielen v okne nakresne, ale aj
v algebraickom zdpise rovnice dotycnice. Vypoltom alebo pomocou prikazov softvéru
GeoGebra mbzeme overit, ze MRS = |k,|, pretoze plati:

1

dy —a cb
() =— =k
dx b 5+

Ak do prvej derivacie funkcie f dosadime u(4) = ¢ = x% - y?, po Upravach dostaneme vztah:

dy —ay
(A =—-=
dx( ) b x
Zaroven vieme, Ze plati:
u
=  ax®lyb g
MRS =% = @y _27
du  pxayb-1 ph x
oy
Napriklad pre pripad zndzorneny na obr.4 potom plati:
MR5—3’5 W_7._ |k:| = 0,2916
8 15 13 Y7

Pomocou vytvorenej dynamickej konstrukcie moéZu Studenti sledovat ako vplyva zmena
spotrebnej stratégie na hodnotu uZitocnosti, koeficienty rovnice dotycnice ¢i hodnotu
hrani¢nej miery spotrebitelskej substitucie.

R]d "> OO LN =+ Q.
O A=(1510) 7

u(x,y) = y°

— X3'5 yS

c = u(A)

— 1307131879345

CRICU

1307131879345 ¢
- X35

MRS =-0.29 B ]
h : Doty¥nica(A, f) : -

—y = -0.20x + 14.38 0 10 20 30 40 50 = ~ 6 La

- ~

Obr. 4: Cobb-Douglasovad funkcia uZitocnosti pri spotrebnej stratégii A
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\ o e —
K] A 7> OO 4L N 2@ Q =
\
@ A=(1510) A o =9 &
o
— u(x,y) = x* y°
O
9.3
— Xy “
c = u(A)
— 38443350375000
20
cyb
o = () "
38443350375000') * 10
T e
® h : Doty&nica(A, f) .
X
oy =2 140 0 40 50 s 01

Obr. 5: Cobb-Douglasova funkcia uZitocnosti pri spotrebnej stratégii A a zmenenych koeficientoch a,b

CES funkcia uZitocnosti

V tejto casti sa budeme zaoberat funkciou uZitoCnosti, ktord sa vyznacuje konstantnou
elasticitou substitucie (Constant Elasticity of Substitution) medzi statkami.

Funkcia uzitocnosti CES sa pouziva na modelovanie beznych problémov spojenych s vyberom
spotrebitelov, pretoze , pokryva“ Siroké spektrum nahraditelnosti medzi x a y (Thoni, 2015).
Ak je elasticita substittcie medzi 2 statkami konstantna, mozeme funkciu uzito¢nosti zapisat
v algebraickom tvare:

u(x,y) = (ax™ + byr)%

Pre tvorbu dynamickej konstrukcie vyjadrime funkénu zavislost spotreby statku y od spotreby
statku x pri uZito€nosti ¢ = u(4):

1
r =

=530
y =[5 3%
Dany vztah platiprer € (—o0,0) U (0,1)Aa = 0Ab = 0.

Na znazornenie grafu funkcie v prvom kvadrante opatovne vyuZzijeme prikaz ,Ak(podmienka;
funkcia)“ a zndzornime tieZ dotyénicu v spotrebnej stratégii A[20,20]. Dynamicka konstrukcia
(obr.6, obr.7, obr.8) vytvorena pomocou softvéru GeoGebra ilustruje r6znu Uroven uZito¢nosti
¢ = u(A) prirovnakom spotrebnom koS3i spotrebitela, ale pri r6znych hodnotach parametra r.

Pomocou CES funkcie uzito¢nosti mézeme sledovat rézne alternativne stupne nahraditelnosti
x zay. Tato funkcia umozZniuje plny rozsah nahraditelnosti medzi dvoma statkami (Thoni,
2015). Na obr.6 mbéZeme pozorovat pre hodnotu parametrar = 1, Ze z CES funkcie uZito€nosti
dostaneme funkciu uZito€nosti, ktora modeluje pripad dokonalych substitutov.
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AL OO LN =S =
@ A=(0 22 A i ) @
r:
, 40
u(y) = (aX + by’ A
O 1 ~ ~
-
— (35x+7y) »
c = u(A) : \
A
— 210 20
1 . MRS = -0.5
f(x) = (C _b“)' ’ 10
O ft
(210 - 35 x)i .
=\ o
7 0 10 20 30 40 50 60 ~ To
) a=35 b=7 “qQ
O h : Doty¥nica(A, g) : - " 4
— y = -0.5x + 30 i

Obr. 6: Funkcia uZitocnosti pre dokonalé substituty ako specidlny pripad CES funkcie

Ak r — 0, tak CES funkcia konverguje ku Cobb-Douglasovej funkcii uzitocnosti (obr.7).
Av pripade, Ze r - —oo funkcia aproximuje nulovid moZnost substitucie, t.j. pripad

dokonalych komplementov (obr.8) spotrebovavanych iba v konkrétnom pomere.

DB = SHONSIPANIEIE

@ A-=(2020) A Y
1 H
u,y) = (ax'+by’) ’
@ "~
— (3505 +7y0%) o
c = u(A)
— 2205

00 = (c’ —ba xr)3

(2205‘15 - 35 x0-5)
- (===

)
I
Lo
o
o
I
~

h : Dotyénica(A, g) : L 2

— y = -0.5x + 30

Obr. 7: Cobb-Douglasovd funkcia uZito¢nosti ako Specidlny pripad CES funkcie
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. ° - —
A OO L \ =22 Q =
y
A 20, 20
o (20, 20) N r=439 ¢
40 3
1 H
ulx,y) = (@ax" +by) ’ X
© 139 43.9\ S~ ~
— (3.5x T+ Ty )"’“ 32)-.\
c = u(A) : 1<
20 A
— 18.96 ~
-~
-~
1 ) MRS=-05 N~ _
f(x}:(cr_axr)r ’ 10 \‘“\\
® b > "
1 ~
_ (18.95 439 _35x 439)“” S . L X,
7 0 10 20 30 40 50 60~_ 7
a=35 b=7 Thq
O h : Doty¥nica(A, g) : L ] "
— y = -0.5x + 30

Obr. 8: Funkcia uZitocnosti pre dokonalé komplementy ako specidlny pripad CES funkcie

Hrani¢nu mieru spotrebitel'skej substitucie a jej hodnotu moZeme sledovat v okne nakresne,
ako aj v algebraickom zdapise rovnice dotycnice.

Vypocétom mbzeme overit, Ze hrani¢nad miera spotrebitelskej substitlicie sa rovna absolutnej
hodnote smernice dotycnice v dotykovom bode MRS = |k;|. Vyjadrime prvd derivaciu
funkcie f:

1
dy —-a ¢ oa N\
— (4 =—-xr‘1-(———xr)
dx (4) b b b
1
Ak do prvej derivacie funkcie f dosadime u(A) = ¢ = (ax” + by")r, po Gpravach dostaneme
vztah:
dy —a [(x\"1
Zw=="(3
dx b \y
Zaroven vieme, Ze hrani¢na miera spotrebitel'ske]j substitucie je podiel hrani¢nych uzitocnosti:
1
r 1
a_u r.a.xr_l-l-(c__gxr)r a xr—l
MRS = 2% = r b b =_.
Ju 1 (c™ a Pt b yr—l
heyr-1.2. (S _ 2,7
%y r-b y T (b b x )

V naSom pripade spotrebitelskej stratégie v bode A[20,20] nadobuda vo vsetkych troch
pripadoch (obr.6, obr.7, obr.8) MRS rovnaku hodnotu, pretoze plati:

MRS =22 (E)H Sty
7 \20/ 2 2t

Pomocou vytvorenej dynamickej konstrukcie moZu Studenti sledovat vplyv zmeny

spotrebitelskej stratégie, vplyv zmeny hodnét koeficientov a, b a parametra r na hodnotu

uzitoénosti a graf funkcie uzito¢nosti CES.
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Zaver

V prispevku sme prezentovali spatost matematickych aekonomickych konceptov
uplatiovanych v tedrii spotrebitela. Pri tvorbe obrazovo-ndzornych reprezentdcii sme
vyuZzivali softvér GeoGebra.

Ulohou vytvorenych interaktivnych konstrukcii je prispiet k prirodzenému osvojeniu novych
pojmov a zakonitosti o funkcidch uzito€nosti v celistvosti a v Uplnosti. Vytvorené materidly
maju uplatnenie vo vyucovacom procese Studentov Slovenskej polnohospodarskej univerzity
v Nitre, pripadne aj inych univerzit, v roznych predmetoch mikroekonomického zamerania.
Zaroven vidime potencidl vyuZitia aj pri Studiu matematiky v ramci aplikacii geometrického
vyznamu derivacie funkcie.

Vytvorené interaktivne Studijné materidly su Studentom spristupnené vo vyucbovom
prostredi LMS Moodle.
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Abstract

General development of spatial ability is one of the important topics in school mathematics. In this article, we
focus on the solution of three spatial geometric tasks of future primary school teachers. The research sample
consisted of 78 Bachelor’s students of Constantine the Philosopher University in Nitra, Slovakia. The data were
collected in September 2021. Using the statistical implicit analysis, we revealed the connections between used
and unused cube nets by students during the previous study. The research findings indicate problems of the
students with applications of unused cube nets.

Keywords: spatial ability, cube nets, teacher training, statistical implicative analysis.

Classification: B10, B50, D70, G40

Uvod

Priestorova predstavivost je jedna z délezitych ludskych schopnosti, ktoré su potrebné a
uzito¢né v kazdodennom Zivote. Priestorovej predstavivosti sa nemusime venovat vylucne
v $kolskom prostredi, pretoZe jej vyskyt je zjavne pritomny i v mnohych profesiach. Schopnost
predstavit si priestor je doleZity tiez pre dizajn, inZinierstvo, stavebnictvo, architektiru
pripadne i modelarstvo ainé rézne odvetvia. Niektoré vyskumy vSak ukazuju, zZe droven
priestorovej predstavivost Ziakov ma klesajucu tendenciu. Priinou sa javi i nedostato¢nd
pripravenost ucitelov na odovzdavanie vedomosti o priestorovej predstavivosti.

Myslime si, Ze pre efektivne rozvijanie priestorovej predstavivosti u Ziakov, ucitel sam
potrebuje dostatok vedomosti a skdsenosti v tejto oblasti, a taktieZ musi disponovat istymi
pedagogickymi zruénostami. Z vysSie uvedenych dévodov sme sa rozhodli zaoberat sa
geometrickymi vedomostami buddcich uditelov pre prvy stupen zakladnych $kol, ktori su
Studentami Univerzity Konstantina Filozofa v Nitre.
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Teoretické vychodiska

Spominany pojem priestorova predstavivost méZzeme chapat velmi subjektivne. Mnohi si
pod tymto slovnym spojenim predstavuju spravnu orientaciu v lese ¢i v nepoznanom mieste
alebo spravne citanie map. Vallo (2021) piSe, Ze priestorovu predstavivost moéZzeme volne
chapat ako tvorbu predstav o geometrickych objektoch, oich rozmiestneni, a tiez ako
schopnost manipulovat s objektami v predstavach.

PovaZujeme za dolezZité, aby priestorova predstavivost bola jasne definovana. Linn a Petersen
(1985) definuju priestorovu predstavivost ako zrucnost v reprezentovani, transformovani,
generovani a premenovavani symboliky a nejazykovych informacii. Tiez tvrdia, Ze priestorova
predstavivost je mentalny proces, ktory sa pouziva na vnimanie, uchovavanie, pripominanie,
vytvdranie, upravovanie a spajanie réznych priestorovych predstav.

Sedivy akol. (2007) definuju priestorovi predstavivost ako schopnost predstavit si
trojrozmerné geometrické tvary a ich vlastnosti ako napriklad tvar, polohu a velkost.

Vzhladom na kognitivny vyvin Ziaka Piaget alnhelder (1971) rozdeluju priestorovu
predstavivost na tri fazy. V prvej faze sa Ziaci uia pracovat s dvojrozmernymi Utvarmi, v druhe;j
faze spozndvaju trojrozmerné modely a v tretej faze uz spozndvaju vztah medzi tymito dvoj
a trojrozmernymi objektami.

Podla Tomkovej (2014) mozZeme priestorovu predstavivost chdpat v troch formach. NajnizSou
formou priestorovej predstavivosti je vSeobecna, resp. intuitivna predstavivost. Za vyssiu
formu priestorovej predstavivosti je predovSetkym povaZovana schopnost predstavit si
geometrické Gtvary aza najvyssiu formu moéZieme povazovat priestorové a geometrické
myslenie.

Niektori [udia si myslia, Ze v pripadoch, kedy sa dieta nenarodi s priestorovou predstavivostou,
tak ju uz ani neziska. Hoci tuto mozZnost nevylucujeme, uvedomujeme si, Ze rodina je
zakladnym formovatelom detskej mysle, a tieZ vyvoja jeho priestorovej predstavivosti.

Reilly, Neuman a Andrews (2017) tvrdia, Ze ¢lenovia rodiny by mali deti od pociatku viest
k tomu, aby vyuZitim jazyka priestorovej predstavivosti mali moznost hrat rozne didaktické
hry, vyuZivat logické aktivity ainé experimenty, aaby tak nadobudali skudsenosti
s priestorovou predstavivostou. Tomkova a kol. (2014) uvadza, Ze takyto spdsob moézZe byt
velmi uzitocnym vychodiskom pre postupny vyvoj matematického a geometrického myslenia.
Uvadzaju, Ze v zdakladoch, ktoré deti ziskaju, mdzu pramenit korene nielen priestorovej
predstavivosti, ale aj detskej fantazie a inych umeleckych sklonov. Myslienku potvrdzuje aj
Armah akol. (2018), ktory piSe, Ze nedostatocné skusenosti s geometriou nadobudnuté
vdetstve moézu Ziakom a Studentom spoOsobovat neskorSie problémy s priestorovou
predstavivostou. Podobne aj Marchis (2017) tvrdi, Ze u Ziakov aj u Studentov je velmi potrebné
podporit rozvoj priestorovej predstavivosti.

Pocas predskolského i skolského vzdeldvania zohrava délezitu Ulohu v Zivote dietata ucitel.
Mnohé vyskumy vsak ukazuju, Zze samotni ucitelia maju zakladnych i strednych skol maju nizku
uroven priestorovej predstavivosti. Potvrdzuje to aj Kufinov vyskum (1989).

Sposob ziskavania priestorovych skidsenosti sa na Skolach najcastejsie uci vyuzitim sieti kocky.
Siet kocky je sice dvojrozmerny Utvar vytvoreny zo Siestich rovnakych Stvorcov navzdjom
spojenych celymi stranami v rovine, no jeho zloZzenim sa da poskladat do trojrozmerného
Utvaru, pricom jednotlivé $tvorce vytvdraju steny kocky (Sedivy a kol., 2007). Existuje 11 sieti
kocky, no Ziaci vacsinu z nich ¢asto ani nepoznaju. Skdsenost ukazuje (Wardani a kol., 2019),
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Ze ziaci malo modeluji kocky z ich sieti. Tato skutocnost moze byt Eastou pricinou
nedostato¢ného poznania jednotlivych sieti ako u Ziakov, tak i u Studentov aich predstavy
o sietach kocky sa potom casto javia ako mylné.

Metodoldgia

V ¢lanku sa zameriame na analyzu rieSeni vybranych nami navrhnutych uloh na priestorovu
predstavivost, ktorych zakladom je praca s kockou a jej sietami.

V ramci danej problematiky sme si stanovili tieto vyskumné ciele:

1. Analyzovat Studentské rieSenia uloh na priestorovu predstavivost z pohladu ich
spravnosti.

2. Analyzovat studentské riesenia Uloh na priestorovu predstavivost z pohladu vyskytu
Standardnych a neStandardnych sieti kocky v ich zadani.

Popis vyskumnej vzorky

Vyskum sme realizovali v septembri 2021 na vyskumnej vzorke 78 Studentov prvého rocnika
bakaldrskeho studia na UKF v Nitre v odbore predskolska a elementdrna pedagogika. Tito
Studenti boli absolventami réznych typov $kol. Gymnazium absolvovalo 32% Studentov,
stredné odborné skoly 24% a strednu pedagogicku skolu 44% Studentov.

Vyskumné ndstroje k zberu a spracovaniu dat

Na realizaciu vyskumu boli pouZité nami navrhnuté Ulohy o priestorovej predstavivosti. VSetky
tri Ulohy sa tykali kocky a jej sieti.

Prva Cast prvej tlohy (1a) bola zamerana na otacanie hracej kocky po hracom plane. V druhej
Casti prvej tlohy (1b a 1c) bolo potrebné, aby Ziaci spravne doplnili pocet bodiek na sieti hracej
kocky podla predlohy kocky z prvej ¢asti ulohy.

Druhad uloha bola zameranda na doplnenie poctu bodiek do réznych sieti kocky, pricom jedna
z nich nebola spravna.

Tretia Uloha sa zaoberala skladanim sieti kocky a spravnym urcenim spojenia jednotlivych
bodov do vrcholov a useciek do hran kociek.

Uvadzame presné znenie spominanych uloh.
1. dloha

a) Do jednotlivych poli¢ok hracieho planu zakreslite pocet bodiek, ktoré sa nachadzaju
na stene kocky po jej preklopeni o 90° v smere hracieho planu.

Dokreslite do sieti kocky pocet bodiek na jednotlivych stenach hracej kocky.

@

////

a) b) c)
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2. uloha

Doplrite pocéet bodiek v jednotlivych sietach hracej kocky a siet, ktora nie je sietou kocky preciarknite.

° N
° ° °
° ° ° °
o ® o° o o
°
° °
)
o0 o0
° °
o0 )
a) b) c) d)
3. uloha
Napiste, ktoré utvary sa po zloZeni kocky z jej siete spoja (resp. splynu).
Siet A) Siet B)
a) Bod F sa spoji s bodom......................... a) Bod F sa spoji s bodmi ........................
b) Bod G sa spoji s bodmi ....................... b) Bod G sa spoji s bodmi .......................
c) Usecka FG sa spoji s useckou............. c) Usecka FG sa spoji s useckou ............
I H
—e
J G

Siet A) Siet B)
Vyskumné metody

Na splnenie cielov sme pouZili Statistick( implikaént analyzu na skimanie zavislosti a vztahov
medzi didaktickymi premennymi, ktord sme realizovali pouzitim Statistického programu
C.H.I.C. (Classification Hiérarchique Implicative et Cohésitive). Spominany program umoznuje
vizualizaciu vztahov podobnosti a implikacii medzi danymi didaktickymi premennymi, pri¢om
ich dokaze vyjadrit aj percentualne. (Gras, 2008).

Pouzili sme obsahovu analyzu studentskych rieseni vysSie uvedenych uloh a vymedzili sme
nasledujuce didaktické premenné.
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1. Uloha — Studentské rieSenie 1. ulohy

J 1_a_CS —sprdvne riesSenie ulohy 1a
] 1_b_CS —spravne rieSenie ulohy 1b
] 1_c_CS —spravne rieSenie ulohy 1c
. 1_CS - spravne rieSenie celej 1. ulohy

2. Uloha — Studentské rieSenie 2. Ulohy

] 2_a_CS —spravne rieSenie ulohy 2a
] 2_b_CS —spravne riesenie ulohy 2b
] 2_c_CS —spravne rieSenie ulohy 2c
J 2_d_CS —sprdavne rieSenie ulohy 2d
J 2 _CS —spravne rieSenie celej 2. ulohy

3. tloha — studentské rieSenie 3. ulohy

J 3 _a_CS - spravne rieSenie ulohy 3a

3 _b_CS - spravne rieSenie ulohy 3b

3 _CS —spravne rieSenie celej 3. ulohy

Kvantitativna a kvalitativna analyza studentskych rieSeni

V nasledujucich riadkoch uvedieme analyzu vybranych spravnych a nesprdvnych studentskych
rieSeni.

V Grafe 1 mo6Zeme vidiet Uspesnost celkového riesenia jednotlivych uloh. Vidime, Ze prva
a tretia Uloha sa javi pre Studentov problematicka, pricom iba 15,4% Studentov vyriesilo tieto
dve ulohy spravne. Graf 2 ukazuje Uspesnost celkového rieSenia jednotlivych ¢iastkovych uloh.
Najndrocnejsia sa javi uloha 1a, v ktorej Studenti na zaklade prekldpania kocky o 90° mali
dopisat pocet bodiek do hracieho planu. TieZ sa ukazalo, Ze Studenti mali problém urcit, ktoré
body a Usecky sa po zloZeni siete kocky navzajom spoja (Ulohy 3a a 3b).

Percentudlna tspesnost rieSenia uloh Percentuélna uspesnost ¢iastkovych tloh
100,0%

80,0% 80,0%

60,0% 60,0%
40,0% 40,0%

20,0% 20,0%

0,0% 0,0%

1. uloha 2. uiloha 3. uloha

M spravne rieSenie M nespravne rieSenie M sprévne rielenie M nespravne riefenie

Graf 1: Uspesnost rieSenia tloh Graf 2: Uspesnost Eiastkovych rieSeni uloh



22 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 7, No. 2, p. 17-26

Kvantitativna a kvalitativna analyza 1. ulohy

Graf 3 ukazuje percentualnu UspesSnost Studentov vo vypliiovani jednotlivych poli¢ok
v hracom pldne. Graf 4 zobrazuje, kolko percent Studentov Uspesne alebo neulspesne
postupovalo v jednotlivych krokoch, ktoré su charakterizované postupnym vyplfiovanim
za sebou iducich policok.

Percentudlna tspesnost vyplnenia jednotlivych Percentualna tspe3nost vyplnenia za sebou
poli¢ok herného planu iducich poli¢ok

100,0% 100,0%

80,0% 80,0%

60,0% 60,0%

40,0% 40,0%

20,0% 20,0%

0,0% 0,0%
l.a2 1. a3, 1.ai4. 1. a5, 1. az6. vietky

1. politko 2. politko 3. policko 4. policko 5. policko 6. policko 7. politko

Mspravne M nespravne M spravne M nespravne

Graf 3: Uspesnost vyplnenia jednotlivych poli¢ok v hracom Graf 4: Uspesnost vyplnenia za sebou iducich policok
pldne v ulohe 1a v hracom pldne v ulohe 1a

Na Obrazku 1 vidime dve zo spravnych studentskych rieSeni ulohy 1a. Iba 15,4 % Studentov
spravne vyplnilo vsetkych sedem poli¢ok hracieho planu, kde zaznamenali pocet bodiek
na stenach hracej kocky po jej preklopeni v smere hracieho planu.

v
’W/M/é//

54/
1/ 4/ /

Obrdzok 1: Studentské sprdvne riesenia celej prvej tlohy

78,2% studentov zvladlo spravne doplnit pocet bodiek do prvych troch za sebou iducich
policok hracieho planu a 71,8% Studentov spravne doplnilo pocet bodiek na stenach hracej
kocky, ktoré vzniknu po jej preklopeniv smere hracieho planu do bezprostredne nasledujucich
Styroch policok. (Obrazok 2)

I J [V
7/// ///
//“ A

YA T //«’////

Obrdzok 2: Studentské sprdvne riesenia prvej tlohy - Styri policka

Obrazok 3 ukazuje jedno Studentské rieSenie z 32,1% spravne doplnenych bodiek do prvych
piatich poli¢ok hracieho planu.

N
A b
//J
23 RalT

Obrdzok 3: Studentské sprdvne riesenia prvej ulohy - pdt policok
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Doposial sme ukazali riedenia, v ktorych $tudenti doplfiali do hracieho pldnu poéet bodiek,
ktoré vzniknu pri dotyku kocky s hracim planom.

Zaujimavé rieSenia sme vsak pozorovali u troch Studentov. Zich rieSeni (Obr. 4) mbézeme
vycitat, Ze do prvych troch poli¢ok hracieho planu studenti zaznamenali pocet bodiek, ktoré
sa na stenach hracej kocky po jej preklopeni v smere hracieho planu ukazali na protilahlej
stene hracej kocky. Tito vybrani $tudenti teda do hracieho planu doplfiali pocet bodiek, ktoré
sa pri preklapani kocky nedotykali hracieho pldnu, ale doplnili tie, ktoré su realne vidiet
pri pohlade ,,zhora“. Nakolko sme v zadani neuviedli, ¢i maju Studenti zakreslit pocet bodiek,
ktoré sa nachadzaju navrchnej alebo spodnej stene kocky, tieto rieSenia nepovazujeme
za nespravne. Na obrazku 4 su zvlast oznacené policka, ktoré su z tohto hladiska spravne
vyplnené.

pevici

Obrdzok 4: Zaujimavé Studentské riesenia ulohy 1a

Spravne rieSenie uloh 1b a 1c spocivalo v doplneni sprdvneho poctu bodiek do sieti hracej
kocky, ktora reprezentovala kocku z tlohy 1a. Uloha 1b viak obsahovala pomerne znamu siet
kocky, ktori mozZeme nazvat aj Standardnou, nakolko sa vyskytuje v u¢ebniciach matematiky
a Studenti ju poznaju. NarocnejsSou sa preto javi Uloha 1c, v ktorej siet kocky je menej znama.
Rozdiel v Uspesnosti rieSenia medzi tymito sietami bola 6,4%, teda Ulohu 1b bezchybne zvladlo
78,2% Studentov a Ulohu 1c 71,8 % Studentov. Na obrazku 5 vidime spravne Studentské
rieSenie uloh 1b a 1c.
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Obrdzok 4 Studenstké sprdvne riesenie uloh 1b a 1c
Kvalitativna analyza 2. ulohy

Spravne rieSenie uloh 2a, 2b, 2d bolo zamerané na doplnenie spravneho poctu bodiek do sieti
hracej kocky. V Ulohe 2c bolo podla zadania potrebné vyskrtnut alebo inak oznacit uvedenu
siet, pretoZe nepredstavovala siet hracej kocky.

Medzi Studentami bolo 37,2% takych, ktori vylucili inu ako siet 2c. Pocet bodiek do siete 2a
doplnilo spravne 76,9% Studentov, siet 2b spravne vyplnilo 84,9% Studentov a siet 2d Uspesne
zvladlo 74,4% Studentov. Na obrazku 6 sa nachadza ukdazka spravne vyrieSenej celej druhej
ulohy a na obrazku 7 je Ciastoéne sprdvne rieSenie jedného zo Studentov.
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Obrdzok 5: Studentské sprdvne riesenie 2. tlohy Obrdzok 6: Studentské nesprdvne riesenie 2. tilohy

Kvalitativna analyza 3. ulohy

Tretia Gloha mala dve ¢asti — 3a a 3b. Studenti mali napisat body a tsecky, ktoré sa s uréenymi
bodmi pri zloZeni sieti spoja. Siet 3a povazujeme za Standardnu v Skolskom prostredi, pricom
siet 3b sa zdala byt netradi¢nou sietou kocky. Rozdielnu narocnost jednotlivych sieti
potvrdzuju aj percentudlne vysledky spravnych rieseni. Celd Ulohu 3a vyrieSilo spravne 44%
Studentov a ulohu 3b spravne vyriesilo iba 27% Studentov. Rozdiel v UspesSnosti medzi
jednotlivymi Glohami je teda 18%, ¢o potvrdzuje narocnost siete kocky v Ulohe 3b. Obrazok 8
zobrazuje sprdvne rieSenie 3. ulohy a obrazok 9 prezentuje CiastoCne nesprdvne rieSenie
3. ulohy.

Siet' A) - Siet B)

..... ‘,/ a) Bod F sa spoji s bodmi LLJ

JUD J b) BodGsaspojfsbodmi.Li

. - .r ’ v | ” /
¢) Usecka FG sa spoji s iiseckou @ ED ¢) Usecka FG sa spoji s uiseckou LE ¢

Obrdzok 7: Studenstké sprdvne riesenie 3. tlohy

Siet’ A) \/ Siet’ B)
a) Bod F sa spoji s bodmi EY a) Bod F sa spoji s bodmi ...>< et
b) Bod G sa spoji s bodmi J)fH ....... ; b) Bod G sa spoji s bodmi J, ..............
c) Usecka FG sa spoji s tiseckou ED.Y ’ ¢) Usecka FG sa spoji s seckou & Nz,

Obrdzok 8: Studenstké nesprdvne riesenie 3. tlohy

Skimanie vztahu medzi jednotlivymi rieSeniami tloh

Na hlbsiu kvalitativhu analyzu vztahov a suvislosti medzi jednotlivymi rieseniami Gloh sme pouZzili
Statisticky softvér C.H.I.C. Hierarchicky strom zndzorfuje suvislosti medzi jednotlivymi
didaktickymi premennymi stanovenymi v analyze a-priori.

2 2 2 Obrazok 10 zndazoriiuje vztah medzi spravnymi
o 0/ o  rieSeniami Uloh 1a, 1b a 1c. Z implikacii mozeme vidiet,
L LW LW v v ’ . . vl s vev .
Ze Student, ktory spravne vyriesil Ulohu 1c, ¢ize doplnil
poCet bodiek do neStandardnej siete hracej kocky,
spravne vyplnil aj Standardnu siet kocky a tieZ spravne
urcil pocet bodiek na hracom plane (1_c_CS 2 (1_b_CS
- 1_a_CS)), kohézia =0,912).

Obrdzok 9: Hierarchicky strom - 1. uloha
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o4 & & @ Na zaklade implikacie 2_d _CS = 2_b_CS (kohézia = 1)

& s o
Q7 i 0 q,/ (Obr. 11) mbézeme usudit, Ze ak student doplnil spravny
pocet bodiek do nestandardnej siete kocky 2d, potom

spravne vyplnil pocet bodiek aj do znamej siete kocky 2b.

Obradzok 10: Hierarchicky strom - 2. uloha

o4 @  Pre vyhodnotenie vysledkov z ulohy 3 budeme najprv
Q7 iad ) . ey ..

% o/ sledovat vztah medzi celkovymi rieSeniami Uloh 3a a 3b

(3_b_CS - 3_a_CS, kohézia = 1). Zimplikacie vyplyva

(Obr. 12), ze ak Student sprdvne vyrieSil Ulohu 3b na

‘ nestandardnej sieti kocky, potom doplnil spravne aj
Obrdzok 11: Hierarchicky strom - 3. uloha  Ulohu 3a s pouZitim tzv. u€ebnicovej siete kocky.

o > © o > < Obrazok 13 zndzornuje vztah medzi ciastkovymi
0/ 7 o i i L . Lo L PR oo .
YA Y Y A otazkami v ulohe 3a a 3b. Zaujimava je implikacia medzi
|——J (3 bc>3 b a)>3 b b(kohézia=1)atiez(3_a c—>

3 a_a) 2 3 _a b (kohézia = 1). Zoboch implikacii

mobZzeme usudit, Ze ak Student sprave urcil spojenie

| usecCiek po zloZeni kocky z jej siete, tak spravne urcil aj
Obrdzok 12: Hierarchicky strom - vrcholy, ktoré sa po zloZeni siete kocky spoja.

3. uloha - Ciastkové otdzky

Zaver

Priestorova predstavivost je sucastou kazdodenného Zivota. Skusenost s priestorovou
predstavivostou je doéleZité neustadle prehlbovat v beznych Cinnostiach a tiez rozvijat v rdmci
Skolského vzdelavania pocdas hodin geometrie. Je zndme, Ze vela Ziakov a Studentov ma
problém s priestorovou predstavivostou. V uvedenej obsahovej analyze Studentskych rieseni
uloh na priestorovu predstavivost Studentov predskolskej a elementarnej pedagogiky sme sa
zamerali na rozbor spravnych a nespravnych rieSeni tUloh zameranych na kocku a jej siete.

Analyza Ulohy 1a ukazuje, Ze iba 20,5% Studentov nema problém predstavit si otacanie hracej
kocky v akomkolvek smere. Hoci sme pred zadanim prvej ulohy studentov upozornili na to, ze
sucet bodiek na protilahlych stenach hracej kocky je vidy 7, najéastejSou chybou pri preklapani
kocky o 90°v smere hracieho planu sa ukazuje prave nevyuzitie tejto vlastnosti hracej kocky.
Tiez sme si vSimli, Ze traja Studenti do hracieho planu nevpisovali pocet bodiek, ktoré sa pri
preklapani hracej kocky o 90° dotykali hracieho planu, ale pocet bodiek nachadzajucich sa
na protilahlych stenach kocky.

Dalej sme mohli vidiet (Gloha 2), ze 52,6% $tudentov dokaze doplnit chybajice pocty bodiek
do jednotlivych  sieti  hracich  kociek —  Standardnych aj  neStandardnych.
Zo Statistickej implikacnej analyzy vyplyva, Ze Studenti, ktori doplnili spravny pocet bodiek
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do siete nestandardnej hracej kocky, tak spravne doplnili pocet bodiek aj do siete Standardne;j
hracej kocky.

Z analyzy ulohy 3 vidime, Ze spojit body a Usecky, ktoré sa s uréenymi bodmi pri zloZeni sieti
spoja zvladlo 44,9% Studentov pri praci so Standardnou sietou kocky a iba 26,9% Studentov
pri praci s nestandardnou sietou kocky.

Vseobecne sa ukazalo, Ze Studenti UspesnejSie dokdzu pracovat so Standardnymi sietami
kociek. Tato skutocnost sa zda byt celkom prirodzend. Zavislost absolvovaného
predchadzajuceho Studia a uspeSnosti Studentov vrieSeni jednotlivych Uloh nebola
preukdzand. Zo Statistickej implikaénej analyzy vyplyva, Ze Studenti vedia lepsie pracovat
so Standardnymi sietami kociek ako s nestandardnymi sietami kociek.
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Abstract

The aim of the contribution is to point out, that the utilization the law of the lever represents visual approach to
deriving some formulae. The presented approach could be useful in the teaching process, for example by using
the guided discovery method.
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Uvod

V matematike je rigorézne zdbévodriovanie jednotlivych tvrdeni zaloZené na dedukcii.
Formulacia jednotlivych hypotetickych tvrdeni je vSak velmi ¢asto vysledkom induktivneho
uvazovania, suvisiaceho s pozorovanim, experimentovanim, velmi ¢asto doplnenym vhodnou
grafickou reprezentdciou. Podobne ako vhodna vizualizacia problému, tak aj jeho fyzikalna
interpretacia méze niekedy poskytnut intuitivny vhlad do situacie a viest k objavu, resp.
formulacii hypotézy.

Tuto skuto¢nost dokumentuju viaceré pripady, zndme z histérie matematiky. Archimedes na
zaklade principu rovnoramennych vah odvodil napriklad vztahy pre objem valca, kuzela a gule
(ktoré nasledne vyuzitim exhaustac¢nej metédy a reductia ad absurdum aj rigorézne dokazal).
Podobne, kvyznamnym matematickym objavom na zdklade fyzikalnych dvah dospeli
napriklad aj Riemann, Hamilton, Lagrange, Jacobi, Poincaré (pozri napr. [1], [2], [3]) @ mnohi
dalsi.

V prispevku ukdzeme, ako vyuZitim principu rovnovahy na pake mozno jednoducho najst
niektoré (konecné) sucty, napriklad

12 4+2%+3 +..4+n2.
sucty tvaru 1 +2% +3+...+n%, keN je mozné odvodit viacerymi spésobmi, pre k=2 je
n n n
mozné napriklad vyuzit rovnost Z(i3—(i—1)3)=32i2—32i+n, pripadne pri odvodeni
i=1

i=1 i=1
mo&zu byt ndpomocné rézne grafické reprezentacie (napr. [4]) ¢i kombinatoricky pristup [5].
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Princip rovnovahy na pake

Princip rovnovahy na pake hovori, Ze jednotlivé momenty sil sa musia rovnat. To znamen3, Ze
(vektorovo) plati Mi1=M2, resp. (pre nas pripad postaci aj skaldrna rovnost) F - =F,-r,.
Navyse, ak ide o tiaZzové sily (pozri obr. 1), predchadzajicu rovnost mézeme vyjadrit v tvare
mg-r=m,g-r,, odkial mame myup =myr,.

T1 0 T2 | |

Obr. 1: Princip rovnnovdhy na pdke

Sucet prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti

Pomocou principu rovnovahy na pake mozno velmi jednoducho dospiet k odvodeniu suctu
prvych n €lenov aritmetickej postupnosti.

Uvazujme aritmetickd postupnost {a, }::1

{a+(n ~1)d }::1 s prvym &lenom a, diferenciou d.

1 a n—1
P Q o O O ® o O )
l A Ay Ay T Ay An
S-u-
n—1
a

Obr. 2: VyuZitie principu rovnnovdhy na pdke pri odvodeni suctu prvych n clenov aritmetickej postupnosti

Na pravu stranu paky (obr. 2) umiestnime n zavazi A, A, ..., A, s jednotkovymi hmotnostami
tak, Ze vzdialenost zavaZia A, od osi otidcania (bod O) je aapre vzdialenosti medzi

jednotlivymi zavaZiami plati [A_jA|=d, i=2,3..,n.

Na lavu stranu paky do bodu P umiestnime hmotnost S,, pricom |OP| =1. Pre rovnovahu na
pake musi platit

OP|-S, =|OA|-1+[0A,|-1+...+|0A | 1,

resp.,
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1.S,=a-1+(a+d)-1+(a+2d)-1+..+(a+(n-1)d)-1,
odkial' je zrejmé, zZe
Sp=a+(a+d)+(a+2d)+..+(a+(n-1)d).

Paka zostane v rovnovahe aj v tom pripade, ak hmotnost celej sistavy umiestnime do taZiska
T. PretoZe zavazia A, A,, .., A, su rozmiestnené rovnomerne, tazisko T tejto sustavy

predstavuje stred Usetky AA, . Z uvedeného vyplyva, Ze plati rovnost|OP|-S, =|OT|-n, ¢&ize
n-1 n
1-Sn:n'[a+7~dj, resp. 1-Sn:5(a+(a+(n—1)d)).
Z predchadzajucich avah ziskavame
n
a+(a+d)+(a+2d)+...+(a+(n—1)d):g(a+(a+(n—1)d)), resp. » & :g(al+an).
i—1

Pozndmka. V pripade vyuZitia tohto pristupu k odvedeniu niektorych identit na strednej skole by bolo
zrejme vhodnejsie postupovat tak, Ze by sme na zdklade principu rovnovdhy na pdke najskér nasli sucet
prvych n prirodzenych cisel (obr. 2) a aZ ndsledne tento postup zovseobecnili pre pripad aritmetickej
postupnosti s kladnymi ¢lenmi.

1 1 n—1
P () O O O @ O O O
l Al A2 AJ 7 - Au—l An
S’H.-
n—1
1
+ 2

Obr. 2: VyuZitie principu rovnnovdhy na pdke pri odvodeny suctu prvych n prirodzenych Cisel

Sucet druhych mocnin prvych n prirodzenych ¢isel
PouZitim principu rovnovahy na pake mozno odvodit aj rovnost

12 +22+3%+..+n°= n(n+1)(2n+1)-
6

Do bodu P na lavej strane paky (obr. 3) umiestnime znovu zdvaZie s hmotnostou S,,, na pravu

stranu paky umiestnime zavazZia s jednotkovymi hmotnostami tak, ako je naznacené na obr. 3
(zavazia predstavuju body, vyzna¢ené modrou farbou).

Zavazia uvazovanej sustavy su mrezovymi bodmi siete, kde

e bodmi B;, i=2,..,n-1 (obr. 3) su vedené rovnobezky so stranou AC trojuholnika
ABC,

e bodmi C;, i=2,...,n—1 zase rovnobezky so stranou AB trojuholnika ABC.
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Cs
1 a G
1
EP 10 :
A=A
| B,
Sn E Bs
}

Obr. 3: VyulZitie principu rovnnovdhy na pdke pri odvodeni suctu druhych mocnin prvych n prirodzenych cisel

Rozmiestnenie zavaii zabezpedi, Ze hmotnost sustavy je rozmiestnena rovnomerne vzhladom
ku kazdej taznici trojuholnika ABC, preto tazisko T tejto sustavy splyva s taZziskom uvazovaného
trojuholnika. Podobne ako v predchadzajicom pripade, vyuzijeme informaciu o polohe taZiska
uvazovanej sustavy hmotnych bodov v nasledujucich Gvahach.

OA|=a a |AA|=1, i=23,..,n. KedZe zavaZia na

pravej strane paky su rovnaké, v kazdom bode A, i=12,3,...,n je umiestnend hmotnost i

Opét predpokladajme, ze |OP|=1,

(obr. 3). Paka bude v rovnovahe, ak sa ,momenty”, posobiace na oboch jej strandch budu
rovnat, t.j.

|OP|-S, =|OA|-1+|OA,|-2+...+|OA,|-n, resp.,
1.8, =a-1+(a+1)-2+(a+2)-3+..+(a+(n-1))-n.
Analogicky, paka zostane v rovnovahe aj vtedy, ak hmotnost

m=1+2+...-|rn=M

celej sustavy uvazovanych zavazi umiestnime do taziska T, Cize
|OP|-S, =|OT|-m, resp.,

n(n+1).

1-Sn=(a+§(n—1)]-(1+2+...+n)=(a+§(n—1)j-T

Z toho vyplyva, Ze
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a-1+(a+1)-2+(a+2)-3+..+(a+(n-1))-n =(a+§(n—1)j- n(n2+1) .

Ak poloZzime a =1, potom dostdvame

2422,32 4 in? =(1+§(n—1))~ n(n2+1) _ n(n+1)(2n+1)'

Ak polozime a =0, tak na zaklade odvodenej rovnosti plati

1+1-2+2-3+...+(n-1):n :%(n—l) n(n;l) - (n—1)2(n+1) .

Odvodenie vybranej goniometrickej identity

Pouzitim zmieneného principu je mozné odvodit aj rovnost

sin£+25in2—”+3sin3—”+...+(n—l)sin (n-1)7 = n+1c0

tq
n n n n 2 2n’

Predpokladajme (obr.2), ze [OP|=1, |OA|=1 a |AA|=1, i=2,3,..,n avbode P je 3j

v tomto pripade umiestnené zdvaZie s hmotnostou S, .

Do bodov A, i=12,3,...,n umiestnime v danom poradi zavaZia s hmotnostami
L.
sin—, i=12,..,n-1.
n

KedZe pre 1 =1,2,..,n—1 plati
T ( iﬁj (n-i)z
sSIN—=sIN| 7r—— |=SIN——,

n n n

je hmotnost zavazi na pravej strane paky (obr.2) rozmiestnenad rovhomerne a tazisko T tejto
sustavy splyva so stredom Usecky AA,.

Z rovnovaznej polohy paky vyplyva platnost rovnosti

1-S, :sinz+23in2—”+3sin3—ﬁ+...+(n—1)sinw.
n n n n

Aj tentokrat vyuZime skutocnost, Ze paka zostane v rovnovahe aj vtedy, ak hmotnost

. T . 2T . 3rx . (n—l);r
m=sIin—+sin —+sINn —+...+SIN ———
n n n

celej sustavy uvazovanych zavazi umiestnime do taziska T, Cize

|OP|-S, =|OT|-m, resp.,

- : : : . (n-1
1-Sn=(1+n—lj-(smz+sm2—”+sm3—”+...+sm—( )ﬂ]
2 n n n n

Na ziskanie hladanej identity nam zostava urcit hmotnost m, kde
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.27 . (n-Yz .z . (z & (7 7
m=sin=+sin=—+...+sin~———=sin=+sin| =+ = |+...+sin| =+(n—-2)-= |.
n n n n n n n n

Z predchadzajliceho zapisu je zrejmé, Ze argumenty funkcie sinus predstavuju prvych (n —1)

v . . . . 0 0 , v T
Clenov aritmetickej postupnosti {an }n_l = {a+ (n —1)d }n , Sprvym ¢lenom a=—
= - n

. . V4
a diferenciou d =—.
n
Pozndmka. Hodnotu m mézZeme ndjst postupom, ktory pre lepSiu prehladnost uvedieme vseobecnejsie.
Predpokladajme, Ze

H =sina+sin(a+d)+sin(a+2-d)+..+sin(a+(n-1)d).

. , . . , .d vers . .
Vynasobenim uvedenej rovnosti vyrazom 2sm§ a vyuZitim identity

2sinasin 8 =cos(a— f)—cos(a+ ) mézeme tuto rovnost napisat v tvare

2Hsin9: cos(a—gj—cos(zﬂgj + cos(a+9j—cos(a+§d) +..+ cos(a+nd—§dj—cos(a+nd—gj ,
2 2 2 2 2 2 2

odkial

2H sin d = cos(a—gj—cos(eu nd —Ej , resp. 2H sin9 = Zsin[a+(n —1)9jsinﬂ .
2 2 2 2 2 2

Nasledne pre H dostdvame

25in(a+(n —1)gjsinnzd

25in9

H=

VyuZitim tohto vztahu pre hmotnost m uvaZovanej sistavy (n-1) bodov dostavame

T T

- = (n-1=

2sin| = +(n-2) [sin n
n 2

.7 .27 _(n-1)x r
m=sin= +sin==+...+sin = =cotg— .
n n n K3 2n

2sin 0
2

Vyuzitim principu rovnovahy na pake sme tak dospeli k rovnosti

sinz+25in2—ﬂ+...+(n—1)sinw=(1+n—_1)(sinz+sin2—ﬂ+...+sin—(n_l)ﬂ],
n n n 2 n n n

ktord mozeme vyjadrit v tvare

n-1
1-S, :sin£+25in2—”+33in3—”+...+(n—1)sin( )7 = n+lC0tg£-
n n n n 2 2n

Zaver

V prispevku sme ukazali jeden z mozinych nazornych pristupov umoznujucich formulaciu
hypotéz o platnosti niektorych identit, s ktorymi sa Ziaci strednych s$kol, ¢i univerzitni Studenti
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stretdvaju ¢asto uz v ,hotovej”, odvodenej forme (neraz ako sucéast zadania dékazovych uloh,
vyuzivajucich matematicku indukciu a so suctami tvaru 2K 3 4+ nk, k N privypocte
Riemannovho integralu pomocou definicie).

Prezentovany pristup k odvodeniu niektorych identit by mohol byt vyuZitelny vo vyu¢ovacom
procese, napriklad pouZitim metddy riadeného objavovania. Ziakov je vdak potrebné
upozornit, Ze pri uvedenom pristupe sme vyuzivali Usudky induktivneho charakteru ako
i fyzikdlnu argumentaciu, takze formulované zavery je treba deduktivne dokazat.
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